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Introducciéon

Estos apuntes representan un esfuerzo por entregar a los alumnos los contenidos del curso
sin necesidad de textos genéricos, de esos grandes volumenes de ”Célculo con Geometria
Analitica”. Todos esos libros, contienen mucho mas que lo que estos apuntes pretenden. Sin
duda pueden resultar ser buenos aliados de los estudiantes, pero no siempre representan el
ritmo o intensidad de la asignatura.

Este no es un libro, como su nombre lo indica es un apunte de clases, que intenta presentar
la materia en el orden, profundidad y ritmo que se ha establecido en los semestres que me ha
tocado dictar esta asignatura, desde el ano 1999. Cada semestre es una experiencia diferente,
pero a pesar de esta diversidad, lo tratado intenta darle a los alumnos los elementos basicos
de la integracion en varias variables, los elementos iniciales del calculo vectorial y apenas
una pincelada de ecuaciones diferenciales de primer orden. Esperamos en versiones futuras
entregar también algunos elementos de ecuaciones homogéneas de orden superior.

Si hay algo importante ausente en estos apuntes, esto es la falta de aplicaciones propias de
las ciencias forestales. Este trabajo pendiente demandara de los autores una mayor conexién
con los especialistas del area, de modo de complementar la teoria con las necesidades mas
concretas de la profesion.

Estimados alumnos, estos apuntes se ponen a su disposicion para ser usados, rayados y
compartidos. La clase serd mas facil de seguir con estos apuntes a su lado. Dado que estos
apuntes no pretenden ser definitivos, esperamos enriquecerlos con sus comentarios y criticas.
En los Capitulos III, IV y V encontraran ejercicios que han sido usados en diversas pruebas
a los largo de los anos. También, en el ultimo capitulo hemos procurado incorporar pruebas
resueltas, para permitirles aprender a partir de la lectura y reflexién de la soluciones.

Por 1ultimo, la matematica es una ciencia que no se puede apropiar sin una practica extensiva
e intensiva. Si hay algo que he aprendido en todos estos afos de ensenanza es que los alumnos
deben tener la mente abierta, una actitud de claro riesgo, sin temor a errar (lo que se daria
en llamar un emprendedor). En el desarrollo de los ejercicios se suelen cometer errores. Al
comenzar a resolver un problema muchas veces no se sabe qué herramientas usar, no se sabe
si se tendra éxito; es este miedo a fallar, tal vez, la mas grande barrera que se debe vencer.
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Capitulo 1

Integrales Dobles

1.1 Introduccion

El concepto de integracién extendido a funciones de 2 o mas variables se denomina Inte-
gracién Miiltiple y se define esencialmente de la misma manera que la integral de Riemman
para funciones de una variable. De todos modos, lo que expondremos aqui sera un subcon-
junto muy especifico de la teoria general de las integracién multiple. De hecho sélo consid-
eraremos integrales dobles y lo bésico de integracion triple. No veremos, en estos apuntes,
la teoria de integracion para funciones de mas de tres variables. Otra de las restricciones
de nuestra seleccién es que las regiones del plano sobre las que definiremos la integracién
doble seran de un tipo muy particular. En fin, lo expuesto en estos apuntes es una seleccién
particular de tépicos de integracion multiple. Pretendemos con esto darle los elementos mas
bésicos y una experiencia suficiente para resolver problemas de integracién multiple.

Se supone que el lector sabe integrar en una variable y tiene conocimientos sobre los métodos
de integracion en una variable; como por ejemplo, sustitucién, por partes, fracciones parciales
y sustitucion trigonométrica.

El primer desafio del lector sera capacitarse en integracion en una variable. Al igual que en
todo lo que han aprendido de matematicas, el conocimiento y las competencias se construyen
acumulativamente. Por lo que no es posible incursionar en integraciéon multiple sin cierta
solidez en integracién de una variable.

Los siguientes son algunos ejemplos de integrales de una variable que recomendamos resolver,
con el objeto de retomar la capacidad de integracién. Esto es absolutamente esencial para
alcanzar los objetivos de este curso.
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Integracion mediante el método de Sustitucion:

2 2
/:Be”C dx /5cos(7x) dx /\/%dx

Integracion mediante el método por Partes:

2
/:ﬂdaz /xln(4x) dx /xsinxdx

Integracion mediante el método Fracciones Parciales:
1 T —2 x4+ 3
——d —d —d
/a2—x2 v /x2—4x—|—6 o /(m+2)3 v

Integracién mediante el método Sustitucion Trigonométrica:

/ sin® x dx / sin? cos x dx / cos® xsin* z dx

Este capitulo contiene los rudimentos para entender lo siguiente:

Integrales parciales

Integral doble sobre un rectangulo (definicién)

Relacién entre la integral iterada y la integral doble sobre un rectangulo

Regiones de integracion

Integral doble sobre una region general (definicién)

Relacién entre la integral iterada y la integral doble sobre una region general

Asimismo, el capitulo contiene una serie de ejercicios resueltos (con mucha heterogeneidad en
el nivel de desarrollo). Se recomienda a los estudiantes que usen el archivo con los ejercicios
de pruebas anteriores como base para ejercitarse e incluyan las pruebas resueltas (todo esto
se encuentra en el mismo sitio web del curso).
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1.2 Integracion sobre rectangulos

Sea f(x,y) una funcién de dos variables definida sobre un rectdngulo en el plano.

donde R es el dominio de la funcién f Sabemos que el grafico z = f(x,y) es una superficie
en el espacio tridimensional. Por ejemplo:

Ahora dividamos el rectangulo R en pequenos rectangulos

(4,¥3)

De acuerdo a estas figuras respondamos la pregunta

1. ;Cuél es el volumen de un paralelepipedo?
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Respuesta: Con respecto a la columna de la base rectangular tenemos, el volumen es: el area
de la base por la altura

A los rectangulos que forman R los llamaremos R;. Sea (z;,y;)un punto en el interior de este
rectangulo R;.

El producto
f(@i,yi) - Area de R;,

corresponde al volumen de paralelepipedo de base R; y altura f(x;,y;).

Definicién: Consideremos la suma

n

Z (f(zi,y:) - Area de R)

i=1

n
Si lim Z (f(x;,5:) - Area de R;) existe , entonces decimos que f es integrable, y este limite
n—oo
i=1

se llamard la integral doble de f sobre el rectangulo R, la cual se denota por:

/ / flz,y)dA
R
Algunas Propiedades

L. //R[f(%yHg(w,y)]dA://Rf(x,y)dA+//Rg(x,y)dfl

2. Si el rectangulo R se subdivide en dos rectangulos Ry y Rs
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Entonces//Rf(:c,y)dA:/ . f(a:,y)dA—l—/ N f(z,y)dA

3. Si f(z,y) > 0, entonces

// f(z,y) dA =volumen bajo la superficie
R

z = f(z,y) y sobre el rectangulo R

1.3 Integrales Iteradas

Integrales Parciales

Integrales Dobles

Podemos definir la integral de una funcién de dos variables del siguiente modo:

/abf(:v,y) dx

para este caso se considera y como constante y se integra con respecto a x.

Ejemplo:
2 2 2
/ 2y dr = y/ 2x dr = y(2?)| =3y
1 1 1
b
/ f(z,y) dx es siempre una funcién de y
Del mismo modo se define: 4
/ flz,y)dy
manteniendo x como constante e integrando con respecto a y.
Ejemplo:
3 3 3
/ 2xy dy = x/ 2udy = x(y*)| =9z
0 0 0

Veamos algunos ejemplos:
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1 1 1
1. / (x2+y2)dy:/ :)32dy~|—/ y? dy = 2* (y)

1 -1 1

1 1 1
2. / (ey+1)dx:/ eydx+/ dx = (x)
0 0 0

Bl Bl
3. / xcosydy:x/ cosydy = x(—siny)
0 0

1 3
Yy
+ 3

! 1 1
2, 2 2
= —+-=2
:1:+:L'—|—3+3 x~+

Wl Do

-1 -1

1
ey +x
0

1
= —-0)+(1-0)=e"+1
0

jus
2

= —x (-sing — (- sinO)) = —x

0

Ahora podemos definir

/ab (/cdf(%y)dy) dr

d
dado que / f(z,y) dy es una funcién de x, podemos calcular la integral de esta funcién con

respecto a x, del mismo modo podemos definir

/Cd (/abf(%y)dw) dy

integrando primero f(z,y) con respecto a z, y el resultado (que es una funcién de y) lo
integramos con respecto a y.

Ejemplos:
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[ ([amaz)or = [ (o(5)

21
_ 41
2 2
[ ([ 2a)ar -
2.
/_11(/03(3:2+y)dx)d / (% + 9 )dy
/ + 3y2 dy
= 9y +%
= (9:9)+(1:1)
/_11(/03(x2+y)dx>d = 20
3.
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Teorema

Sea f(x,y) una funcién integrable sobre el rectangulo R de la figura. Entonces:

//Rﬂx,y)dA:/ab/cdﬂx,y)dyda:
1 [E]

1.4 Regiones de Integracién
Limitaremos las integrales dobles s6lo a las regiones descritas aqui:

Regiones de tipo [: una region de tipo I es de la siguiente forma; es decir, se puede escribir
mediante las siguientes desigualdades.

g:(x)

gi(x)

R= {(wyy) / gl(i)ggxygé bgz(x) }

En otras palabras es una regién acotada por arriba por el grafico de la funcién gs(x) y por
abajo por el grafico de la funcién g;(x); a la izquierda por la recta x = a y a la derecha por

la recta z = b.
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Usualmente decimos que go(z) es el techo de la regién y que gi(x) es el piso.

Ejemplos: Para cada region ilustrada, determine si es una region de tipo I y establezca el
techo, el piso y los lados (expréselo como desigualdades).

a)

Si,esdetipo [, 0<z<1,0<y<z

b)

-
N

-1

I/

Si,esdetipo I yaque: —1 <2 <1, —a2—-4<y<z?+4+4

)

R
N
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Si,esdetipo [ yaque: —2<x <2, —vV/—12—4<y<v—a?+4

d)

—

Regiones de tipo /]

Una regién del plano se denomina region de tipo 1, si tiene la siguiente forma:

R {(x/y)/ hl(y)f;ygg Cf;z(y) }

hiy) Iy

Ejemplos

1. Figura 1
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2. Figura 2

3. Figura 3

4. Figura 4

Solucion de los ejemplos

Lol

y=x"2

—

y=x"2

mal

Integrales Dobles
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1. 1 <y < 2; x varia entre las 2 diagonales que llamamos h;(y) y h2(y). Podemos calcular
estas funciones: (1,1);(2,2);(3,1);(4,2).

Pendiemtes
2—-1 ] 2—-1 1
my = —— = mo — ———— —
tT 21 T 4-3
Entonces
y—1l=(@x—-1) =y—-1=x-1 y—1l=(@@-3) =y—1=2-3
despejando x: tenemos
r=y
T=y+2
por lo tanto
- y<z< y+2
2. 22+ 9> =9 3<y<3
despejando x: tenemos
°=9—y
=49 —y?

por lo tanto

3. 0<y<l1

donde y = z2: entonces
VY = x piso

z = 1 techo

Por lo cual la region es:

Rz{@w ‘@ngl}

0<y<l1

sin embargo esta region es de tipo I ya que:
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0<z<l1
Rz{(x,y)/ Ogy;IQ}

4. Describir la region como tipo I y tipo I1

Tipo I:
y = a?
Vi=z
0<xr<1
R:{(l‘,y)/ x2§y<1}
Tipo I1I:

xr = /Yy piso

z = 1 techo
_ 0<r<f

Regiones de tipo 1]

Finalmente una regién es de tipo I/] cuando puede descomponerse en un numero finito de
regiones de tipo [ y tipo I1.

Ejemplo:
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1.5 Integrales dobles sobre regiones de tipo I, [1 y I1]

Definicion

1. Sea R una regién de tipo I, entonces:

92(23
//fxydA // f(z,y) dydx
g1(x)

donde :

R= {(I,y)/ oz )Sg y§§b92(x) }

2. Sea R una regién de tipo I, entonces:

[ [ ramaa= [ d / ff:)ﬂx,y) dudy
RI{(fﬁ,y)/ hl(f;

3. Si R es una region de tipo I11, entonces la integral doble es la suma de las integrales
dobles sobre las subregiones.

//Rf(x’y)dA:/Af(x’y)dA+//Bf(x7y)dA

donde :
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A

Observacion: Si f(z,y) > 0 sobre la regién R; entonces

// f(x,y) dA = volumen del solido bajo la superficie z = f(x,y) y sobre la regién R
R

Ejemplos:

1. (a) ;Cudl es la regién de integracién implicita en esta integral iterada?.

2 x2
/ / (x +y) dydx
1 Jo

Soluciéon: La regién es de tipo I:

(b) Calculemos la integral
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2

/12/01, (z +y) dyde = /12 (zry+y2)

2 x2
/ / (x +y) dyde = 4,2
1 Jo

2. Dada la siguiente integral:

V2 4—z2
/ / z —y? dydx
0 x?

(a) Describa la regién de integracion y dibujela

La regién esta definida por:

{en/ 0TS 0

y su grafica es:

20 Tipo I

(b) Calcule la integral

V2 4—x2
/ / r — yidydx
0 x2

21
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[ v )L
[ (e -
[

V2 2
= 4x—2x——+162 4 +3x6)dx
0
64 16 . 4 p V2
= 22____ V3 FT 5, 4 7
(x 5 3 —|—3w 5x—|—21:c )

V2 4—x2
/ / r —y*dyde = —16,533
0 z2

1.6 Diferencia entre la integral doble y la integral it-
erada

Sea R una regién de integracién en el plano , la integral doble de una funcién f(z,y) sobre
la region R; se define como:

[ [ steyia= i > ste.0) An s
i=1

(1T
x [V

(x,y1)

Sabemos que si f(x,y) > 0 entonces:

// f(z,y) dA = volumen bajo la superficie z = f(z,y) y sobre la regién R
R
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En la préctica las integrales dobles se calculan mediantes integrales iteradas. Esto depende
del tipo de region.

e Si R es del tipo I

flz,y)dA = t f(z,y) dydx
//R /a/m(ﬂﬁ)
f(z,y)dA = L f(z,y) dzdy

Algunos ejemplos de profundizacion

e Si R es del tipo I1:

Describir la region de integracién y calcular la integral iterada en los siguientes casos

1 r+1
1. / / (3x + 2y) dydx
—1Jx3

La region de integracién es de tipo [
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AN

4

Ahora calculamos la integral iterada

1 z+1 1 2y2
/ / (3x 4+ 2y) dydx = / (Bxy + —)
—1Jz3 -1 2 x

1
= / (—2% — 32* + 42% + 52 + 1) dx
-1

x’ 3x5  4x3 bl
= - - +—4+—+z

r+1

dx

3

1

5 3 2 .
26 n 8
7 53
1 z+1
334
3 2y)dyde = —
/_1/x3(x+y)y:€ 105
2 2y
2. / / (4x — y) dzdy
0 Jy2
La regién de integracion es de tipo I1
0<y<2
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Ahora calculamos la integral iterada

2 2y 2 4 2
/ / (dx —y)dedy = / (i — ch)
0 Jy2 0 2

64 16 48

) * 4 * 3
2 2y 36
/ / (dr —y)dedy = —
0 y2 5

1 y—1
3. / / (2 + y°) dady
0 —y—1
La regiéon de integracion es de tipo 11

0<y<l1
—y—1<z<y-1

Ahora calculamos la integral iterada

1 py—1 L /.3 y—1
// (2* + ) dody = / (—+xy2>
0 —y—1 0 3 —y—1
178
[ o)
0 \3

[GCR N
<

W
_l’_

<

[
N—

Il
Wl Ot Wb

1 y—1
/ / (2° +y*) dody =
0 —y—1

25
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Dadas las siguientes integrales:

2 2y 4 p2 1 pv1-22
/ / dr —y dxdy / / ycosx® drdy / V1 —9y? dydx
0 Jy? o Jyy o Jo

1. Describa la region de integracion y dibuje cada una de ellas:

caso 1. La regién esta definida por:

0<y<2

y su grafica es:

caso 2. La regiéon esta definida por:

y su grafica es:

caso 3. La regién esta definida por:
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{en/ 05w |

y su grafica es:

2. Cambie el orden de integracién

4 vz 2 pa? 1 py/1-y2
/ / 4o — y dydx / / ycosz® dydx / / V1 —y? dedy
0o Jz o Jo o Jo

3. Calcule las integrales

4 T
caso 1. / / 4o —y dydx
0 /3

N 4 y2
/ / 4 —y dydr = / (4xy — —)
0 Jz 0 2

N
/ / dr —y dydr = 36
0 Jz )

2 x?
caso 2. / / ycosz® dydx
o Jo
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2

dx

2 pa? 2 y2
/ / ycosx® dydr = / (— cos x5>
o Jo 0o \ 2 0
2 /.4
= / (I— cos x5> dx
o \ 2

2 x?
// ycosz® dydr = 0,012917584
o Jo

1 /192
caso 3. / / V1 —y? dxdy
o Jo

/Olfoﬂﬂdxdy _ /Ol(xﬂ)ﬂ dy
= /01<\/1—y2\/1—y2>dy
= /01(1—y2)dy

1 \/1—-y2
/ / V1—y?dedy =
o Jo



Capitulo 2

Integrales Dobles en Coordenadas
Polares

2.1 Coordenadas Polares

El plano cartesiano es un plano geométrico con un par de ejes perpendiculares que
permite describir cualquier punto geometrico por un par ordenado unico y viceversa.

Las coordenadas polares corresponden a una manera alternativa de describir puntos ge-
ométricos del plano. En lugar de usar un par de ejes perpendiculares se selecciona un punto
O (pivote) que llamamos polo y un rayo L que parte desde O y que llamamos eje polar.

rayo

0= polo 1= polar

El plano provisto de este polo y este eje polar se llama plano polar.

., Cémo se describen los puntos en este plano? Coloquialmente podemos describir esta rep-
resentacion polar imaginando una antena exensible que se pivotea en el polo y cuya punta
es capaz de alcanzar cualquier punto del plano. Entonces, el punto en cuestién se puede
describir usando la longitud de la antena y el angulo que esta antena forma con el eje polar
(en el sentido contrario a las agujas del reloj). Més formalmente, sea P un punto en el plano,
sea r la distancia entre P y el polo O. Sea 6 el dngulo que forma el rayo OP y L. Entonces
al punto P le asociamos el par ordenado (r,6).

ry 6 se denominan las coordenadas polares del punto P

29
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P(r,®

Dibujemos algunos puntos en coordenadas polares. Para lograr esto necesitamos de un
cuaderno polar, es decir un cuaderno que tenga un cuadriculado polar, el cual nos permitira
ubicar en el plano los puntos conociendo la longitud de la antena y el angulo que forma con
el eje polar. En los ejemplos que siguen se han dibujado los puntos indicados usando circulos
(que nos permiten conocer la distancia al polo):

(a) (2,7/2) (b) (2,m) (c) (1,37/2)

(d) (3,7/4) (e) (2,7/2+ 2r) () (2.7 +2m)

(a) (e)

(d)

()|

En los ejemplos anteriores se da una situaciéon nueva, a saber, un punto del plano puede
tener mas de una reprsentacién como par ordenado (polar). Por ejemplo en los casos (a) y
(e), o bien (b) y (f). Més generalmente, todo punto del plano tiene infinitas representaciones
polares, esto es, para cada punto del plano hay infinitos pares ordenados que corresponden
a este punto. Para verificar esto baste el siguiente ejemplo: el punto correspondiente al par
(2,7/2) es el mismo que el punto correspondiente a los pares ordenados (2, 7/2+427), (2,7/2+
4r), (2,7/2 4 6m), (2,7/2 — 27), etc.

Entonces, a cada punto del plano le podemos asociar un par ordenado. Pero aun queda por
dilucidar si lo contrario es cierto, a saber, dado un par ordenado (r, §) cualquiera, jes posible
asociarle un punto en el plano? Consideremos la propuesta siguiente como un desafio: ubicar
en el plano polar los pares ordenados dados.
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o P(2,—m/2)
o Q(_la 7T>
o R(—3,—71/2)
o S(—2,—7m/4)
Para poder ubicar estos puntos en el plano necesitamos interpretar las coordenadas negativas.
El par ordenado (—r, §) corresponde al mismo punto que el par ordenado (r,0+ 7). Por otro
lado, el par (r,—#) se asocia al punto P considerando la medida del dangulo que la antena

forma con el eje polar en la direccién de las agujas del reloj. La figura que sigue muestra la
ubicacion de estos puntos en el plano polar (usamos los circulos sélo como referencia).

2.2 Relacién entre coordenadas polares y coordenadas
cartesianas

Consideremos el plano cartesiano con el par de ejes perpendiculares. Sobre este plano su-
perponemos un plano polar, haciendo coincidir el polo con el origen del plano cartesiano y el
rayo polar con el lado positivo del eje x. La figura que sigue muestra graficamente la relacion
entre las variables (coordenadas) x, y y las variables r, 6.
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A partir de nuestro conocimiento previo de trigonometria, se tiene:

cateto adyacente  x

cost = : =—

hipotenusa r
) cateto opuesto y
sinf = : =Z
hipotenusa r

= x =71 cosf y =1 sinf

Las identidades previas nos permiten, conociendo los pares ordenados polares, encontrar los
pares ordenados correspondientes en coordenadas cartesianas. Por ejemplo:

1. (1,7/2) — (0,1)
2. (2,1/4) — (1.41,1.41)
3. (=3,7/6) — (—2.6,1.5)

4. (=2,m) — (2,0)

Nos falta establecer lo reciproco, a saber, dado un par ordenado en coordenadas cartesianas,
encontrar el par polar correspondiente. Observemos que usando el Teorema de Pitdgoras (o
directamente de las relaciones establecidas previamente), se obtiene una primera relacion:
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r? o= 2t 4y
r?cos? 0 + r?sin? 0

= 7%(cos? @ + sin?0)

Igualmente, de las misma relaciones previas se tiene:

g = tanf
x

Ejemplo

La siguiente figura muestra un punto con sus coordenadas cartesianas y nos interesa encontrar
las coordenadas polares:

(3.2)

e — — —

r2=324+22 = 2=15 = r=+15
2 2 .
tan9:§ = Hzarctang = 0=~0,58~33,7

En resumen se tienen las relaciones siguientes para transformar un par ordenaddo de un
sistema de coordenadas al otro:

De polares a cartesianas {

xr =rcosf }

y =rsinf



34 Integrales Dobles en Coordenadas Polares

2

)
. tanf = =
De cartesianas a polares T

r? = 2% + ¢?

En este iltimo caso, para encontrar el angulo, es importante saber que la igualdad arctan tan § =
0 es vélida sélo para —m/2 < 0 < 1/2. Esto se refleja en que la igualdad 6 = arctan ¥ es

x
vélida s6lo para los pares ordenados (x,y) que estan en el primer y el cuarto cuadrante (pues
ahi el dngulo que forman los pares ordenados esta en el rango adecuado). En los otros dos

. : Y
cuadrantes sera necesario sumarle 7 a arctan <. En resumen:
T

Yy
arctan =
0= U

arctan = + 7, si (x,y) estd en el cuadrante I o 111
x

: si (z,y) estd en el cuadrante I o IV

2.3 Ecuaciones Polares

1. El gréfico de la ecuacion r = 3 es el conjunto de pares ordenados {(r,8)/r = 3} o sea,
el conjunto {(3,60)} donde 6 es cualquier dngulo

Graficamente esto corresponde a los puntos del plano que estan a distancia 3 del polo.

Otra manera de saber la forma que tiene el grafico de la ecuacién polar 7 = 3 es
transformar esta ecuacion a su equivalente en coordenadas cartesianas.

= 3 elevando al cuadrado ambos lados

N3

r“ = 9 usando la relacion entre las coordenadas
x4+ y2 =9
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Esta ultima es la ecuacién cartesiana del circulo de radio 3 centrado en el origen.

En general » = a corresponde a un circulo de radio a, centrado en el origen.

2. La gréfica de la ecuacion 6 = 7/4 es el conjunto {(r,0)/0 = 7/4}

Graficamente es la recta que pasa por el origen ilustrada en la figura siguiente (los
puntos (3,7/4),(—3,7/4) aparecen marcados como referencia):

recta

/4

Maés generalmente, la ecuacion # = [ tiene como grafico a la recta que pasa por el
origen y forma un dngulo 3 con respecto al eje polar (lado positivo del eje z).

Usando los ejemplos anteriores (gréficas de las ecuaciones r = a y § = 3) podemos construir
regiones del plano a partir de desigualdades. Recordemos que un rectangulo corresponde a
un conjunto de la forma:
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En forma similar el conjunto:

lo llamamos un rectangulo polar

Las desigualdades a < r < b se representan graficamente como el anillo de la figura:

a8
>

Por otro lado, las desigualdades o« < 6 < 3 corresponden a:

o

Asi entonces el rectangulo polar es:
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Ejercicios

En los siguientes ejemplos graficamos algunos rectangulos polares.

0<r< 2
1. Rz{(r,@)/ Ozezﬂ }

In/4 /4

o7 {e0 ) 15050 )

nf4

—m/4
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4. U= {<7"7 9>/ ;/24?02 ;/12 }

/4
2

2.4 Graficos Polares

El grifico de una ecuacién polar es el conjunto de pares ordenados (r,f) que satisfacen
dicha ecuacién.

Por ejemplo, las graficas de las ecuaciones r = 5y 6 = 37 /4 se ilustra en la figura.

3n/4

En general queremos graficar r = f(6)

Ejemplos:

1. r =4cosf ; graficar , para esto hacemos una tabla de valores que nos permitira trazar
el gréfico.
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r‘4 39 37 34 3 25 2 13 06 0 -06 -1.3 -2
6‘0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Si continuamos graficando estos pares ordenados hasta el punto de reconocer el grafico,
podriamos darnos cuenta que corresponde a un circulo de radio 2 centrado en el (2,0).

Otra mirada al mismo problema. Consideremos la ecuacién r = 4cosf. Queremos
transformar esta ecuacién a coordenadas rectangulares:

r=4cosf [-r =r>=4drcosf =2’ +y’ =4x

P —dr+yP =0 /+d4=>2—datdtyi=4=(r—4)°+y =4
De modo que la ecuacién corresponde al circulo de radio 2 centrado en el punto (2,0).

2. Las ecuaciones
r=a=asinf

r=a-+acosf

tiene el siguiente grafico:

r = 2+2 sen(8)
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r=2+2 cos(0)

3. La ecuacion r = #; tiene como grafico el espiral de Arquimedes

B

|/

7N

4. La llamada rosa tiene las siguientes ecuaciones:

r = asin(nd)

r = acos(nd)

2n pétalos si n es par
n pétalos si n es impar

el namero de pétalos de estas ecuaciones esta dado por: {

r=3 sen(20)
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r=sen(30)

5. Sabemos que la ecuacién r = a es un circulo de radio a centrado en el origen. Por otro
lado, al igual que en el ejemplo 1, las ecuaciones

r = 2asinf
r = 2acosf

tienen como gréfico un circulo de radio a centrado en (0, a) y en (a,0) respectivamente.

0,3)

Ejemplos:
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1. Los siguientes circulos:

r = 2sinf

tienen como grafico:

r=2 sen(B)

N

.Donde se intersectan estos circulos?

r=1

r=2sin6 = 1=2sin6

= sinf = 1 :>9:{ i’goo}:»ez{ ;/36}

2. Para dibujar el caracol

r=2+5cosf

contruimos la tabla

r‘? 66 47 297 2 008 -15 -26 -3 -290 -2.15
0‘0 22,5 56.26 7875 90 1125 135 157.5 180 191.25 213.75
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3. Para dibujar el cardioide
r=2-—2sinf

construimos la tabla
r\2 1.6 058 0.15 0.03 0 0.03 2 2.76 3.11 3.66 3.84 4

9‘0 11.25 45 675 7875 90 101.25 180 202.5 213.75 236.25 247.5 270

4. Del mismo modo para dibujar el grafico de

r = 2cos(360)

T‘Q 1.66 0.76 -0.39 -14 -196 -1.84 -11 O -1.1 -2 -1.66
0‘0 11.25 225 33.75 45 56.25 675 7875 90 101.25 180 191.25
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2.5 Integrales dobles en coordenadas polares

Justificacion del formulismo

., Cual es la formula adecuada para la integral doble / / f(z,y) dA en coordenadas polares?

R
No basta con cambiar x por rcosf e y por rsinf. La clave del formulismo estd en la
diferencial de drea dA.

Para tener una aproximacién heuristica a la pregunta formulada, comenzamos con un prob-
lema clésico de geometria. ;Cudl es el area del rectangulo polar? Las figuras ilustran algunos
casos.

Area=mr"2  Area= (m/4)r*2 Area= (oi/4)r"2

El drea del sector circular de radio r y dngulo central « (en radianes) es $r?

Entonces para el rectangulo polar
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se tiene:
Area=3rea total — drea del trozo A

Usando coordenadas polares, la figura seria:

le—R) —>
«—— Ra—>

Y entonces la férmula previa del area se puede escribir como:

5 27T

B—a 2 6_04'7,% f—a

Area= 5 (r3 — 1)

En el caso infinitesimal (trocitos de rectangulos polares) entonces:

A= (ﬁ;a(va—m)(rﬁm)), donde A0=fF—ay Ar=(r;—r)

AA = %AT (r1+19)

AA = A0 Ar (“‘2“"2)

. T+ T .
Dado que cuando r; y 7 son muy cercanos, el promedio, ———, se parece a cualquiera de
2

ellos.
Asi: AA = AOAr-robien: dA = dOdr-r

Teorema

//Rf(x,y)dA://Rf(rcose,rsine)rdrdg

Ejemplos
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0<z< 2
. ) — — —
1. Calculemos la 1ntegral//R\/4 22dA donde R {(x,y)/ 0<y<vi_a2 }

/

2 pViA—22
I = / / V4 — 22 dydx
0o Jo

Va—22

2
= / yva — z? dx
0

0

Ahora describiremos la misma integral en coordenadas polares:

//\/4—x2dA://\/4—r2008297"d7"d9
R R

necesitamos describir R como un recangulo polar.

n={ra/ 0552,

por lo tanto la integral es:

w/2 2
/ / V4 —r2cos20rdrdd
0 0
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2. Consideremos la integral / / (22 +y*)dA , donde R es la misma region del ejemplo
R

anterior (1/4 circulo)

En coordenadas rectangulares

2 pvV4—a?
I = / / (2% + y?) dydz
o Jo

4—x2

La cual es muy complicada de resolver

Probamos ahora cambiando a coordenadas polares:

w/2 P2
I = / / r2rdrdf
0 0

2

Conclusion: en este caso la integral en coordenadas polares es mucho mas facil.

3. / / V4 —x2—y>dA | donde R es el circulo de radio 1 centrado en el origen.
R
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—-1<z< 1 }

S U= S

por lo tanto

1 V1—z2
[:/ / V4 — 2% —y?dydx
—1J=

V1—22

en coordenadas polares

0<r<1
R:{(r’e)/ 0<6<2r }
por lo tanto

27 1
I:/ / V4 —r2rdrdf
o Jo

esta integral es facil; ya que solamente se debe realizar la sustitucién v = 4 — 2 =

du __
=5t =rdr

entonces
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27 1
I = / / V4 —r2rdrdf
o Jo

w/2 rl
= / / (u1/2 . _d_u) do
0 0 2

Observacién

Sean z = g(x,y) vy z = h(x,y) dos superficies con g(z,y) > h(x,y) sobre una regiéon R del
plano. Entonces el volumen del sélido acotado por estas superficies sobre la regién R esta
dad por:

//R(g(:v?y)—h(x,y))dfl

entonces:

V= // techo — piso
R
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2.6 Ejemplos de calculos de volumen

1. Consideremos el sélido acotado por la semi-esfera superior de radio 2 centrada en el
punto (0,0,2)y por el cono z = /22 + y? que se ilustra en la Figura 1. Nos interesa
calcular el volumen encerrado. Para esto debemos conocer las superficies, e identificar
el techo, el piso y la region de integracion.

Z = g (%) : techo del solido

]

<
i/

RS < ! PRI
A

R = "el molde" .
Z =h (x,¥) : piso del solido

Figura 1

Calculo de los voliimenes

V= [ [ techo—piso) = [ [ (esfera—cono)

para avanzar necesitamos conocer

(a)

* esfera

* COINO

el cono tiene la férmula z = /22 + y2.
La esfera esta centrada en el punto (0,0,2). La férmula de la esfera de radio 2

centrada en el (0,0,0).

2?4yt 42 =4

centrada en el (0,0, 2) sera:

>+ P+ (2 —2)?2 =4

= V4—22—y>+2=zesfera

Ast:
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V:/L(Mm—m) a4

R es el circulo de radio 2 centrado en el origen.

4

/

Para describir R usaremos coordenadas polares:

0<r< 2
RZ{“’”/ ogegzw}

2 2
é/ / (VA= +2-r) rdras
0 0

Ahora:
2
-7 —7r) rdr
/(\/4 249 ) d
0
2
/0<\/m-7"+27"—r2> dr

ahora calculando esta integral, pero primero realizando la sustitucion v = 4 —
r? = du= —2rdr

27 2
/ / (\/m-quQr—rQ) drdf =
0o Jo

= 87 = volumen
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2. En este ejemplo, queremos calcular el volumen del sélido que esta dentro el cilindro
2?2 + 9% = 9, bajo el paraboloide z = 2% + 3? y sobre el plano xy, como lo ilustra la
siguiente figura.

paraboloide = techo

circulo = molde plano = piso

Figura 2

V= //(pamboloz’de — plano)
R

nos falta
* paraboloide
% circulo

Sea z = 2% + y? y sea R el circulo de radio 3 centrado en el origen.

V://R(x2+y2)dA

27 3
/ /r2-rdrd9
o Jo
27 3 2T
/ /rz-rdrdQ :/ (
o Jo 0

Entonces:

en coordenadas polares

3

do

)

0

I
o\,\
¥
BTN

*“|$ ] T

N——

QU

>
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. Cuél es el volumen dentro del paraboloide? (altura 9)

://(techo—pz'so)

R

= //(plano—paraboloide)
R

Plano: z =9
paraboloide z = 22 + 32

://}%(9—x2—y2)dA

27 3
/ /(9—7“2)-7“de9
o Jo
2 3 2 97"2 7”4
9—rH) . rdrd) = / (———)
f [ e (50

coordenadas polares

53

3. La Figura 3 muestra las superficies que determinan un sélido. Este sélido esta dentro

del cilindro z? + y? = 2z y estd acotado por arriba por el cono z =
abajo por el plano xy.

-

T

/ \\
///l 1

Syt
= "‘;..4
B ‘h‘ﬂ*-r.a..-'.
\\\‘&‘\‘%-cﬂ; #__l
RS

[INEEEEREN

cono = techo

solido [

piso

Figura 3

x2 4+ y? y por
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4. Este sélido se construye de manera similar al anterior. A saber, esta dentro del cilindro
2%+ y? = 2y y estd acotado por arriba por el paraboloide z = 22 + y? y por abajo por
el plano xy.

paraboloide

cilindro

W
W

lllll\llllm\\

\‘k\\

S

y
N

N

N
[T
TS

5. El sélido representado en la Figura 5 se define como el sélido dentro el cilindro 2% +3? =
1, cuyo techo es la semi-esfera superior de radio 1 centrada en el punto (0,0,4) y cuyo
piso es el plano z = —1.

Techo

i

Piso

f
T

KNV
LR

=

Figura 5

Los ejemplos 3, 4 y 5 se los dejamos como desafios ha completar por el lector.
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2.7 Aplicaciones de la integral doble

2.7.1 Centro de masa de una lamina

Sea L una ldmina plana, cuya forma esta dada por la regién D del plano, de densidad (peso)
variable. Sea p(z,y) la densidad de la lamina en el punto (z,y). En caso que p(z,y) sea
constante (todos los puntos tengan la misma densidad) entonces decimos que la ldmina es
homogénea. La masa de la ldmina L de densidad p(z,y) esta dada por:

mz//Dp(w,y)dA

Los momentos de la lamina con respecto a los ejes x e y se definen como:

Mx=//Dy-p(:v,y)dA My=//DfB-p(:v7y)dA

El centro de masa de la lamina L es el punto del plano (7, 7) cuyas coordenadas estan dadas
por:

M, [ [px-ple,y)dA 7
m

fpo(x,y)dA m

[ [yplzy)dA

T =

Ejemplos

1. Una lamina L tiene forma de triangulo rectangulo iséceles con cateto de longitud a.
La densidad en un punto P es directamente proporcional al cuadrado de la distancia
al vértice opuesto de la hipotenusa. Encontrar su centro de masa.

Lanuna L

Wz

] 1 Z 3 4
%

Figura 6
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Solucion:

Consideremos el tridngulo de la figura (que se represent6 con a = 4) donde el vértice
opuesto a la hipotenusa se ubicé en el origen. Por la definicion, la densidad es el
cuadrado de la distancia del punto (x,y) al origen. Por lo que p(z, y) = k (z* + y?),
de modo que m = [ [k (22 + y?) dy du.

@ 4 1
m = £k / <2x2a — -3+ =a® - CLQCE) dx
0 3 3

1
= gk CL4

Asimismo,

M, = // zk (2 +y*) dy dx
0

0
“ 4 1
= k / <2x3a — —2* + —xa® — a2x2> dz
0 3 3
1
= —kad°
5
De forma andloga se obtiene M, y con estos datos se determina el Centro de Masa
2a 2a
como [, ]

Una lamina L tiene la forma de la regién R del plano xy acotada por las gréaficas de

r =1y>y x = 4. La densidad en el punto P(z, y) es directamente proporcional a la
distancia la eje y. Calcular el centro de masa.

Solucion:

Consideremos la figura dada

Lamina L

Figura 7
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Por hipétesis p(z, y) = kx, para una constante k. Por la simetria de la figura, el centro
de masa se encuentra sobre el eje x. De acuerdo a la definicién:

2 4
m = //k:cda:dy
—2 Jqy2
2 1
= / (8k——y4k:) dy
D) 2

128
= =
5

2 4
M, = //l{:dexdy
—2 Jy2
2764 1
= k- -y ) d
/2(3 37 ) ’
My

Recordemos que T = —* = %. Como el centro de masa se encuentra sobre el eje z, no

es necesario calcular M,, ya que y = 0.

Ademas,

3. Sea D el cuadrado de la figura y supongamos que la densidad es constante.

Sea p(x,y) = 25 (D es homogeneo)

-1/2 12

M://p(ac,y)dA = //25dA
D D
12 1
= / /25dydm
~1/2J0
25
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172 1
My:// 25z dA = / / 25z dydx
D -1/2Jo

1/2
= / 25x dx
~1/2
2 1/2
= 2596— dz
2 —-1/2
M, = 0
entonces
_ M, 0
= T= g T
ahora
1/2 1
Mx://25ydA = / /25ydydx
D —1/2J0
1/2 95,2 1
= / y dx
—1/2 2 o
1/2 95
= / —dx
—1/2 2
v, = 2
2
entonces
N __Mx_25/2_1
Y=~ 725 T3

. La densidad en cualquier punto de una lamina semicircular es proporcional a la dis-
tancia al centro del circulo. Encontrar el centro de la masa de la lamina.

Solucion:

Situemos la ldmina en la mitad superior del circulo 22+y? = a? y observemos el gréfico.
La distancia de un punto (z,y) al centro del circulo (el origen) es \/x2 + 42, por lo
tanto , la funcién de densidad es

plx,y) = Ky/2% + y?
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x"24+y"2=a"2

=

(0,3a/2m)

en donde K es cierta constante. Tanto la funcién densidad como la forma de la lamina
sugieren que se haga la conversién a coordenadas polares. Entonces \/z2 + y?2 =r y la
region R esta descrita por 0 < r < a, 0 < 6 < 7. De modo que la masa de la lamina
es:

m://Rp(x,y)dA://RK\/mdA

/ /(Kr)rdrdQ = K/ d@/ ridr
o Jo 0 0
3

a

= Kr—
3

Kra3
//p(w,y)dA = —3
R

Tanto la lamina como la funcién de densidad son simétricas con respecto al eje y, asi
que el centro de masa debe encontrarse en el eje y, esto es , x = 0. La coordenada y

esta dada por
_ 1
y=— yp(x,y)dA
m R

1 3 m a
— A = in0(K
- // yp(x,y)d Tomad /O /o rsin O(Kr)rdrdf

T

= i sinQd@/ r3dr
0

r4
0

0

= $[— cos 0
3 2a*
mad 4

3a

y:%

0



60 Integrales Dobles en Coordenadas Polares

a
Por lo tanto, el centro de masa se encuentra en el punto (O, 2—)
7

2.7.2 Area de una Superficie

Calculo del area de una superficie

Sea z = f(x,y) una superficie definida sobre una regién R. Entonces el drea de una superficie
esta dada por:

Az//R\/1+fx(x,y)2Jrfy(%y)2

0 0
fﬂ:(x’y):a_i fy(x7y):a_£

Ejemplo:

1. Comenzaremos los ejemplos con uno simple. No proponemos encontrar el area de la
porcién del paraboloide (superficie) z = 2% + y* que se encuentra bajo el plano z = 9

Solucion:

El plano intersecta al paraboloide en la circunferencia 22 +3?> = 9, z = 9. Por lo
tanto, la superficie considerada se encuentra arriba del disco con centro en el origen y
radio 3 (véase el gréfico).

v
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Aplicando la férmula del drea de una superficie con f(z,y) = 2 + 2, se tiene:

A://D\/(2:0)2+(2y)2+1d,4://D\/4(x2+y2)+1dA

Luego convirtiendo a coordenadas polares, se tiene

27 3 2 31
A= / / Viar? + Irdrdd = / do / SVAr2 +1(8r)dr
0 0 0 0

3

1\ 2
- 9 - _42 13/2
7T(8) 3( e+ 1)
- %(37\/37—1)

A = %(37@-1) ~ 117.31

0

2. La figura que sigue corresponde a un sélido (mal pintado) acotado por arriba por el
paraboloide z = 9 — 22 — y? y por abajo por el plano zy. Este sélido estd visto desde
abajo del plano zy (las medidas se entenderdn en metros) . Si un tarro de pintura

cubre una superficie de 2mts® y se han comprado 60 tarros. ;Es posible pintar este
solido?.

Ji
|

Voos

s

e

—_——

Solucion:

En este caso, la superficie total no es sélo (y este es el principal error) la superficie del
paraboloide (como en el ejemplo anterior), puesto que el sélido incluye también la tapa
circular. Para calcular el area total, dividamos el problema en dos partes. El calculo
del drea del paraboloide y el calculo del drea del circulo (tapa).

Dado que en este caso, f(z,y) = 9 — 2* — y?, entonces f, = =2z y f, = —2y por lo
que la férmula para el drea coincide con el ejemplo anterior (al final de cuentas es el
mismo trozo de paraboloide). Asi tenemos:
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A—//I)\/4(x2+y2)+1d/1 = /OZWd@/OBé\/W(ST)dT (2.1)

A = %(37@— 1) ~ 117.31 (2.2)

Ahora a esto le sumamos el drea del circulo de radio 3 con la férmula 7r? para obtener
un valor aproximado de 28.27. Sumando ambos valores:

A = 145.58

Por lo que el nimero de tarros de pintura debera ser 73.

. Encontrar la formula para el area de una superficie de una esfera.

Solucion:

El area de una superficie de una esfera es igual a dos veces la superficie de una semi

esfera que tiene la siguiente ecuacion z = \/a? — x2 — 12,

x"2+y"2+z"2 = a"l

of 2 2 2\—1/2 —T
() Gy =yl =t =) e o
of 2 2 o 2v—1/2 —Y
I R e e
af\? 22 af\> y?
or ) a2 — a2 — 2 dy a? — x? —y?
2 2 2,2 2
2 2 _ z Y _ Tty _ a
= 1+ fu(z, )"+ fy(z,y) _1+a2—x2—y2+a2—x2—y2_1+a2—x2—y2_aQ—xQ—y
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A—// @ A
o R a2—x2—y2

R = circulo de radio a centrado en el origen.

Por lo tanto:

Para resolver esté integral se ocupa el método de coordenadas polareS' es decir la

sustitucién r = z? 4+ y* y despues otra sustitucién u = a* — r? = —% = rdr.

2

2 a 21 a
:/ / ¢ rdrdd = a/ /—T dr df
o Jo ya?—az?—y? a? —r?
= —9/ / w2 du do
2 0
a
- __ _9 1/2
2/0 "
2
= a2/ do
0

2

luego como el drea es 2 veces el area del hemisferio:

2.927a® = 4ra’®

2.8 Apéndice: Algunas Curvas Famosas y sus ecua-
ciones

(las figuras fueron tomadas del sitio:
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history /Curves/Curves.html)
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El cardioide (caso particular del caracol) tiene ecuacién cartesiana:
(2% + y* — 2a7)? = 4a*(2* + 9°)

y ecuacion polar:

r = 2a(1 + cos0)

Cardioid

N
_/

El caracol tiene ecuacion cartesiana

(2% +y* — 2a1)? = b*(2* + )

y ecuacion polar:

r=>b+2acosf

Limagon of Pascal

)

La espiral de Fermat tiene ecuacion polar:

r? = a6
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Fermat's Spiral

)

o

La espiral de Arquimedes tiene ecuacion polar:
r=ab

Spiral of Archimedes

7
\

&

La roza de 4 pétalos tiene ecuacién polar (la figura se ilustra con el circulo de radio a):

r = asin 20

Roza_4_Petalos_y_Circulo

La lemniscata de Bernoulli tiene ecuacion cartesiana:

(.%’2 +y2)2 — a2(1,2 . y2)

y ecuacion polar:

r? = a?cos 20

65
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Lemniscate of Bernoulli

2.9 Apéndice: Las superficies cuadraticas

Los graficos que siguen corresponden a las superficies cuadraticas en su forma estandar.
Estas provienen (mediante rotacién y traslacién) de la ecuacién cuadratica general en tres
variables:

ar? + by + et vdey+exz+ fyz+gr+hy+kz4+1=0



Calculo 11, Juan Pablo Prieto y Mauricio Vargas

Cono 22 =27+
Ecuacion estandar
2 2
2 X Y
T = ? + ﬁ
Esfera Pyt 422 =1

Ecuacion estandar
2y + 2t =a?

Paraboloide eliptico

Ecuacion estandar

2 2
T Yy
tEt e

67
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Hiperboloide de dos hojas | 2% +y* — 2% = —1
Ecuacion estandar
2 2 2
oy 2
2 n2 m?
Hiperboloide de una hoja vy - =1

Ecuacion estandar

2 2 2
¢ 2
2 n2 m?

Paraboloide Hiperbdlico

Ecuacion estandar
22 P

a2  b?




Capitulo 3

Integrales triples

3.1 Integrales Triples

Sea f(x,y,z) una funcién en tres variables. Las integrales triples se definen sobre un sélido
tridimensional en lugar de una region plana. Es decir, la regién de integracion en este caso es
un sélido. El grafico de la funcién f es un subconjunto de R* (que corresponde al gréfico de
la ecuacién: w = f(z,y,2)). Por esta razén no se puede representar la funcién en el espacio
tridimensional.

Las integrales triples, que veremos en este capitulo, estaran restringidas a ciertos sélidos en
el espacio. Mas especificamente, un sélido €2 sera un sélido de integracion si esta acotado
por arriba por una superficie z = hy(z,y) y por abajo por una superficie z = hy(x,y) y sobre
una region del plano R de tipo I, I ¢ III. En sintesis:

Q= {(x,y,Z)/ hl(f’j)ffg ha(z. ) }

Por ejemplo, el sélido 2 dado se intenta representar en las dos figuras que siguen. Este
sélido estd acotado por arriba por la superficie z = 8 + 2% — y? (paraboloide hiperbdlico o
silla de montar) y por abajo por la superficie 2 = x? + y? (paraboloide circular). La Figura
(a) muestra el espacio que se forma entre el techo, el piso y sobre el rectangulo, en el plano,
dado por —2 < 2z < 2y —2 <y < 2. La Figura (b) muestra el mismo espacio, esta vez
cerrado para representar el solido.

69
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Figura (a) Figura (b)

Entonces, definimos la integral triple de una funcién f(x,y, z) sobre el sélido € como:
h2(xvy)
[ ] [swvaar=[[|["" fye
Q R hi(z,y)

Ejemplo 1: Sea € el sélido acotado por el plano z + y + 2z = 1, los planos z = 0, y = 0,

z = 0. Calcular:
///ef(ymz)dv
Q

dA

Solucion:

e techo de Q: ho(z,y)=1—x—y
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e piso de : hy(z,y) =0

e sombra de : triangulo en el plano zy

Entonces, por la definicién anterior

///Qex(y+2z)dV://R{/olxye””(y—l—Qz)dz dA

Calculemos en primer lugar la integral parcial con respecto a z:

l—z—y l—z—y
/ e“(y+22)dz = / e"(y + 2z2) dz
0 0

l-z—y

= [eyz + "2

0
= eyl—ov—y)+e"(l—az—y)

= e +e"2 — 22 + e"xy — ey

2

Luego integramos este resultado sobre la regién del plano R.

e

0<r< 1
r={wn/ pZrs, ]

Finalmente, la integral doble que resulta es facil de calcular (le dejamos al lector esta tarea)
y damos aqui el resultado numérico:

be — 21
8

1 11—z
/ / (e + e a? — 2e"x + e“ay — e"y) dydr =
o Jo
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Ejemplo 2: Sea 2 el sélido dibujado (paralelepipedo), calcule:

///Q(x+y2+z3)dv

Techo z=3
/
/ P
|

| |“"" Piso z=12
| |/ I i f3 >
| v
/ 4,J7£_ sombra

¥

Solido de integracion €

Solucion:

La region de integracion es la ilustrada:

1 2

Region R del plano

En términos analiticos, esta regiéon se describe por:

r={@n/  Zi57 |

Por lo tanto:

Integrales triples
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///Q<“y2+zg>dv = /12/03/23(37+y2+z3)dzdyd:c

2 ,3 o4 3

= // (xz+y2,z+—> dydx
1 Jo 4/ |,
2 3 5

= // (x+y2+—) dydx
1 Jo 4
2 3 3

y® 65y

= — 4+ —= d
[ (e 5+5))]
2 27 195

= 3 —+—1]d
/1<3:+3+ 1 X
3x2+231x 2d

= — T
2 4 1

249

4

Observacién: el volumen de un sélido es:

1o

Ejemplo 3: Calcular el volumen del sélido acotado por las siguientes superficies:

2?2 +9%? =1 cilindro =0 plano
r+y+z=2 plano z =0 plano

El grafico muestra el interior del semi-cilindro y su interseccién con el plano (visto desde el
eje T negativo).
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En este caso, el techo (plano diagonal) corresponde a la superficie z = 2—z —y. Asimismo, el
piso (plano) es la superficie z = 0 y finalmente, la regién de integracién R es el semi-circulo
de la figura.
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2—x—y
V:// (/ dz) dA = //2—x—ydA
r \Jo R

s 1

= //(2—rcos€—rsin9)rdrd9
071' 01

= //(27‘—7‘20050—7“2sin6’)drd0
0o Jo
7r 3 3 1

= / (r2—r—cosﬁ—r—sin9)
0 3 3
T 1 1

= / (1——0089——sin0) de
0 3 3

= 0 —1/ (cos — sinf) df
o 3Jo

de
0

™

1
= W—g(SiHQ—COSQ)

Ejemplo 4: Veamos ahora el ejemplo con que iniciamos el capitulo, en el que el techo de la
region es el paraboloide hiperbdlico z = 8 + 22 — y? y como piso al paraboloide z = 2% + y/?
sobre el rectdngulo R = { (z,y)| —2 <z <2, -2 <y <2}. Calculemos el volumen de

este solido y la integral dada:
/ / / xyzdV
Q

Para calcular el volumen usamos la férmula

1o

Entonces,
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dA = //(8—2y2) dA
R
2 2
= //(8—2y2)dydx
—2.J-2
= 8y — = 3] dx
/_Q[y 37 -2

2 32
_ / 32+ 2)do
_2 3

128

8+9027y2
V= / / / dz
R :(:2+y2

= 128 +

Nos abocamos ahora a calcular la integral

/ / / xyzdV
Q
2 2 8412 —y?
///a:yzdv = /// xyzdz dy dx
Q —2J -2 Jz2+4y2

2 2 2 8+a”—y?
= ry— dy dx
2
—2J=2 2 +y2

- [ / ey(8 + % — ) — (2 4 7)) dy d

2 2
= / / (64xy + 1623y — 162y° — 42°y®) dy dw
—2J -2

2
= / 0der =0
)

Ejemplos adicionales: Veremos ahora tres ejercicios de muestra para practicar la descrip-
ciéon de un sélido de integracién en términos de desigualdades, para llegar a plantear una
integral iterada (que no calcularemos por el momento).

1. Q es el sélido acotado por el cilindro z = 1 — y? y los planos verticales z +y = 1y
x+1y =3y el plano xy.

2. Q es el sélido acotado por abajo por el paraboloide z = 22 + y? y por arriba por la
superficie 22 + y? + 2% = 6.
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3. Q es el sélido acotado por x = 4 — y? (cilindro parabdlico) y los planos z =z y z = 0.

Solucion:

1. Debemos responder las preguntas:

L hl (.T, y)
L h2 (.T, y)
e Describir R como regién de tipo I, Iy I1]

Representacion del solido de integracion

En este caso, es claro que el piso es la superficie hy (z,y) = 0y el techo hy(z,y) = 1—y%

0.5+

0.5+

Region R del plano (sombra)

En este caso R puede ser interpretada como una regién de tipo 11, a saber:

_ —1<y<l1
_{(x’y)/ 1—y§x§3—y}
por lo tanto:

///Qf(x,y,z)dv:/_ll /I:y/ol—?f f(z,y, 2) dzdxdy
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2. En este caso, el techo corresponde a la superficie (semi-esfera) ho(z,y) = /6 — 22 — 3.
Asimismo, el piso es la superficie (paraboloide) hy(z,y) = 2?+%? y finalmente, la regién
de integracién R es el circulo 2 + y* = 2

VB IR ooy
Q V2 J—V2=a% Ja24y?

3. Dejamos al lector el comprobar (via un grafico adecuado) que:

///ﬂf(x,y,z)dv:/Z/;_yz /jf(:zc,y,z)dzdxdy

3.2 Aplicaciones basicas: centro de masa de un sdlido

Los "momentos primeros”de un sélido €2 se definen como:

o= [ [ [ovtenrav sta= [ [ [aenrav = [ [ [ oo

Donde p(z,y, z) es la densidad del sélido en el punto (x,y, 2)

m:///gp(x,y,z)dv

Entonces la masa del solido
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El centro de masa del sélido €2 es un punto en el espacio (7,7, z) definido por:

Myz __Mzz __Mxy
= z=
m m m

T =

Ejemplo: Consideremos el cubo de la figura y supongamos que la densidad en el punto
(x,y, z) es el cuadrado de la distancia de este punto al origen (0,0,0)

Para calcular el centro de masa necesitamos m y los "momentos primeros”
o p(z,y,2) = (Va2 +y? +22)? =2 +y* + 22

o m= ///:c+y+z)dv

ahora necesitamos una descripcion adecuada del solido €2
e piso (superficie) z = hy(z,y)
e techo (superficie) z = hy(z,y)
e sombra, el plano= R
e El piso es el plano zy, por lo tanto con ecuacion z = 0
e El techo es un plano con ecuacion z = 1

e La sombra es un cuadrado
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por lo tanto

m://R[/Ol(x2+y2+z2)dz dA

1 1 1 1 1 3
/ / / (22 + oy + 23 dedydr = / / (x2z + 2z + —)
o Jo Jo o Jo 3

3 1
2 Y 1
= — + = d
(:cy—i— 3 —1—33/) ) x
! 1
= / (x2+ —l——)da:
0 3

Para calcular T necesitamos conocer:
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Myz = // :r:p(a:,y,z) dv
Q
1 p1 g1
= / / / z(2? +y* + 2%) dzdydx
o Jo Jo
1 1 p1
= / / / (2% + 2y® + 22°) dzdydx
0
3 1
= / / (w zZ 4 xy z+—) dydx
3 0
= / / (:p -I—xy2+§> dydx
o Jo
1 3 1
3 Ty Ty
= —_ 4+ = d
f(oege ) e
1
— s T f) d
/0 (x t3tg) e
4 2 g2 1
:(z+€+€)o
(1 n 2
4 6
T
12
Po lo tanto 7 = 5. Del mismo modo se puede comprobar que y = % y que zZ = % Por lo
tanto, el centro de masa es el punto (12, 172, 172)

3.3 Integrales en coordenadas cilindricas y Esféricas

e Coordenadas cilindricas : Una manera alternativa de representar puntos en el espacio.

e Descipcion de las coordenadas cilindricas: Todo punto en el espacio se puede repre-
sentar por un triple (r,0, z), en el que el par (r,0) corresponde a la representacién en
coordenadas polares del punto (z,vy).

La figura que sigue muestra cémo se interpreta el punto (r, 0, z) en el espacio y la relacién con
las coordenadas rectangulares habituales. En particular, se tienen las siguientes relaciones:
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T = rcost
= rsinf
z = z
4

g

El elemento sélido de la descripcién mas simple tiene la siguiente forma:

b
g
d

)

I
=
K
N
\
o9 9
IN A IA
N > 3
IA A IA

1.4+

1.2}

084+
z

et

0.4}

024

Ejemplos numéricos:

Integrales triples
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|

0<6<2r
0<z2<1

0<r< 2

9/

ERTESERF IR R A IR TR,
S R T T

Ql = {(T,H,

|

0<8227r

0<2<10

ATV CTIC I AR AN
A 1

0<sr< 2

/

—
R T T
. AN\ SRR LR REEREITIL G
)
G
SN—
——
&l
G
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Para cambiar una integral triple de coordenadas rectangulares a una de coordenadas
cilindricas, se usa la siguiente formula:

///Qﬂx’y’z)dv:///Qf(T’COSQ,rsine,z)dwdrd@

Ejemplo 1:

Calcular la integral

1 V1—z2 2—12—y? X
/ / / (2° + y*)? dzdydx
—1J—1—22 J22442

Solucion:

El dominio de integracién esta limitado por arriba por el paraboloide z = 2 — 22 — y? y por
abajo por el paraboloide z = 22 + 12

0.5

iy

entonces cambiando a coordenadas cilindricas tenemos:

1 V1—z2 2—x2—y? 5 2,1 p2—r2
V= / / (2% 4+ y?)2 dzdydx = / / / r*dz dr df
-1 —/1—22 m2+y2 0 0 r2
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2w pl p2—12
V = / / / r*dz drdf
0 0 r2

27 25 27
_/ e 2ty
0 5 711,
4 21
= — db
35 J,
_871'
35

Ejemplo 2: Calcular el volumen de una esfera de radio a.
Solucién:

Sabemos que

wi=[ [ [ av

Por lo que necesitamos una descripcion de la esfera como un sélido de integracién de manera
que podamos calcular la integral triple usando integrales iteradas. Para lograr esto, primero
ubicamos la esfera en el espacio de modo que esté centrada en el origen: la ecuacion de la
esfera es 22 + y? + 22 = a®. Entonces, el piso y el techo de la esfera corresponden a las
siguientes superficies: z = —y/a2 — (22 +142) y z = /a2 — (22 + y2) respectivamente. La
regiéon R del plano (sombra) de este sélido es el circulo de radio a®: x? + y? = a®. Asi,
entonces se tiene:

dA

Va—(a2+y?)
V://U -
Va2 —(22+y?)
VaZ—z2 a?—(x2+y2)
= / / [/ dz] dy dx
VaZ—a? V2= (@+y2)
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Esta integral iterada presenta problemas técnicos para su cdlculo. Sin embargo, si usamos co-
ordenas cilindricas para representar el sélido, el problema técnico desaparece, como veremos

a continuacion.

Esta ultima es la férmula clasica para el volumen de la esfera de radio a.

Ejemplo 3:

Al

dz| dA

27 a Va2—r2
= / / / dz| rdrdf
0 0 —Va2—r2

2r  ra
://Z
0o JO

z=va?—r?
r dr do
z=—Va2—r2

2 a
= / / 2rva® —r2dr df
0 0

2
2 2 2
= —=\la" =T
/0 3 ) 0

27 2
/ Za®do
0o 93

a

Njw

do

Encuentre el centroide de la parte del primer octante de la pelota sélida limitada por la

esfera 12 + 22 = a

Solucion:

2

T
i
Ti

3
A
|\&:\\\\\\‘\
A

A S,
TR
P LR
A

R
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El volumen del primer octante de la pelota sdlida es V' =

| =
7N
| W~
=
=3
[\
~_
I
| —
=
Q
-
o
(ol
o
o)
jar)
o

T =y = Z por simetria, se necesitara calcular sélo:

L[

6 w/2 pra  pVa2-r?
= / / zrdzdrdf
0 0 0

mad

6 T/2 pa
— _3/ / g(a2 — ) drdf
™a 0 0
w/2 a

ISy}
I

3 1 1
= — l—aQTQ—ﬂA] do
ma’® J 2 4 0
3 7 a
 omad 2 4
_ 3a
-8

Por lo tanto, el centroide se localiza en (3a/8,3a/8,3a/8)
Coordenadas Esféricas

Las coordenadas esféricas son una manera alternativa de describir un punto en el espacio
tridimensional. Sea P un punto del espacio con coordenadas (x,y, z). Esto se ilustra en la
figura siguiente.

>

e p = distancia al origen desde el punto
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e 0 = angulo que tiene el punto con respecto al eje z (dngulo en el plano zy de la
proyeccién de P con el eje x)

e ¢ = angulo del rayo OP con respecto al eje z

Las coordenadas esféricas de este punto son P(p,#,¢). ;Cémo transformar de un conjunto
de coordenadas al otro? Observemos el siguiente triangulo:

cosp = z
p
z = pcoso
= sing = r
p
r = psing
Mirando el plano zy
v
|
r |
|
|
o |
X
x = rcosf

= rsinf
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Luego, si reemplazamos r por psin ¢ en la igualdad, obtenemos la relacién entre las coorde-
nadas rectangulares y las esféricas.

x psin ¢ cosd
y = psingsinf
z

= pcoso

Del mismo modo, observemos que conociendo las coordenadas x,y, z es posible obtener las
coordenadas p, 6, ¢ con las identidades (3.1), (3.2) y (3.5).

2+ + 22 = p*sin® ¢pcos? § 4 p?sin? ¢sin® 0 + p?® cos® ¢
= (sin2 ¢ cos® 0 + sin® ¢ sin® 6 + cos? gb)
= p* (sin® ¢(cos 0 + sin® §) + cos” ¢)

= p* (sin® ¢ + cos” ¢)
2

= p
Pyt + 22 = p (3.1)
)
= = tanf 3.2
. an (3.2)
22 +9y° = p’sin®¢ 3.3
22 = pPcos?
2,2
TV tan? ¢ (3.5)

Algunas ecuaciones elementales

1. La ecuacién en coordenadas esféricas p = 2 se puede tranformar a una en coordenadas
rectangulares. Simplemente elevamos al cuadrado la ecuacién original para obtener:
p* = 4. Usando la identidad (3.1), obtenemos: 2% + y? + 2% = 4 (una esfera de radio 2
centrada en al origen).
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Integrales triples

2. La ecuacién en coordenadas esféricas ¢ = m/4 representa un cono. Esto se puede
comprobar directamente:

Si ¢ = w/4 entonces tan ¢ = 1. Por lo tanto

x2+y2 — Z2

z = a2 +y?

3. La ecuacién en coordenas esféricas § = m/3 representa un plano. Para verificar esto

usamos nuevamente las relaciones entre los sistemas de coordenadas, en particular la
identidad (3.2):

= tand

= tan7/3 =3

y = 3z = planovertical

SHESS
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/3

Entonces, lo que sabemos hasta el momento es :

e p = a: esfera de radio a centrada en el origen
e ¢ =« : cono cuya "pared”forma un angulo « con el eje z
e § = 3 : plano perpendicular al plano xy cuya proyeccién sobre el plano xy forma un

angulo [ con el eje x

Consideremos el sélido €2 dado (y que podriamos denominar, por analogia, el paralelepipedo
esférico)

a<p<b
Q= @ﬁﬁv/a§¢§6
¥<0<0

Dibujaremos primero sus partes, es decir lo que cada par de desigualdades produce, para
intentar entender el total. En primer lugar, las desigualdades:

a<p<b

corresponden al sélido entre las esferas de radio a y b, que podemos apreciar en la figura.
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Asimismo, las desigualdades

a<op<p

corresponden al sélido entre los dos conos:

Y finalmente

¥<0<0

corresponden al sélido entre los planos que se ilustran.

El sélido total, que representa a {2 es
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iy o,
RNy

‘,‘..“}\\\\\\\\\\\\\\\\“‘Q\\\\\\

b

R

Para cambiar una integral triple de coordenadas rectangulares a coordenadas
esféricas:

///Qf(x,y,Z)dV:///Qf(psinqbcos@,psin¢sin0,pcosgb)pQSin¢dpd¢d0

Ejemplo 1:

Calcular el volumen al interior del cono z = /22 + 2 y bajo la esfera 2% + 3% + 22 = 9

Solucién: Se tienen los siguientes elementos:

Superficie techo: esfera z = /9 — x2 — 3?2

Superficie piso: cono z = \/x2 + y2

Sombra R : circulo que debemos identificar
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Reemplazando la igualdad 22 + y? = 22 en la ecuacién 22 + y? + 22 = 9, se obtiene,

2422 = 9
222 = 9
a2
2
3

z = — — altura

V2

Entonces, la esfera y el cono se intersectan a la altura \% Reemplazando z en 22432 +2% = 9,
se obtiene:

Ay +2 =9
9

4yt 4 =9
2

9

2 2 _ 7

r+y = 5

V2

Debemos representar el sélido en coordenadas esféricas.

0<p<3
Q= (p,¢,0)/ 0<¢<m/d
0<6<2r
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entonces el volumen del sélido, con un cambio de variables es:

V:///QpQSincbdpd(bdG

2 pw/4 3
V = / / /pQSin¢dpdq§d9
0 0 0
_ /27r/<7r/4p_3
0 0 3
2r  pw/4
= 9/ / sin ¢ d¢ df
0 0
21 7T/4
= —9/ cosp| db
0 0
2
- —9/ V2 )
0 2
2
= 9(1—£>/ de
2 ) Jo

V2
= 187 (1 - 7)

Encuentre el volumen y el centroide (suponiendo que la densidad es la constante 1) del cono
de helado (barquillo) limitado por el cono ¢ = 7/6 y la esfera p = 2acos ¢ de radio a y
tangente al plano xy en el origen. La esfera y la parte del cono interior a ella se muestra en
la figura.

3
sin ¢ d¢ df
0

Ejemplo 2:
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Solucién:

El cono de helado se describe mediante las desigualdades

0<0<2r 0<op< 0<p<2acosq

ol

entonces, para calcular el volumen tenemos:

2 pmw/6  p2acos¢
V = / / / p*sin ¢ dp do db
o Jo 0

3 2r /6
= Si/ / cos® ¢ sin ¢ dop df)
o Jo
6

3
16ma® [ 1 m/
= 73ra [—Zcos‘lgb}
0
_ Tra?
12

En cuanto al centroide, es claro por simetria que T = 0 = 7. Ademas, dado que la densidad
es 1, la masa coincide con el volumen. Asimismo, puesto que z = pcos ¢, el momento del
cono de helado con respecto al plano xy es :

Moy = [ [ [av

2r  pmw/6  p2acos¢
= / / / 0 cos ¢sin ¢ dp dep df
o Jo 0

2w /6
= 4a* / / cos® ¢sin ¢ do df
o Jo

w/6

1
= 8ma’ [—6 cos® qﬁ}

37ma*
48

0

37a

En consecuencia, la coordenada z del centroide es Z = M,, /V = =g
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3.4 Ejercicios de integracién miltiple (Capitulos I, II

y III)

1. Para la funcion: .
_ EE siz#0
f(xay)_{ 17 sizr=0

/Off f(a,y) dody

2. Dada la suma de las integrales iteradas,

calcular la integral iterada

0 p(z+2)? 2 p(z—2)2
/ VY dydz + / VY dydx
o Jo

—-2J0

(a) Haga un dibujo que muestre la regién de integraciéon R y escriba la expresion de
la integral iterada correspondiente, si se intercambiara el orden de integracién.

(b) Calcule la(s) integral(es)

3. Considerar la regién R acotada por las dos funciones y = (z+2)? e y = (z — 2)? sobre

el eje x. Calcular la integral doble
1
—dA
/R/ VY

4. Considere la funcién f(x,y) = ze¥""” definida sobre la regiéon R acotada por las ecua-
ciones: y =z, y =16y 2 = 0.

(a) Exprese laintegral doble [ [, f(z,y)dA como una integral iterada de dos maneras
distintas (esto es, considerando R como una regién de tipo I y de tipo II).

(b) Calcule la integral doble [ [, f(z,y)dA.

5. Calcule la integral doble

a va2—x?
/ / <a2 . y2)3/2 dy dx
0 0
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10.

11.

12.

Integrales triples

Calcular la integral triple

///\/Tdv

donde  es el sélido sobre el cono z? = 322 + 3y y bajo la esfera x? + y* + 2% = 4.

[ [ aia

donde R es la region limitada por arriba por la curva x + y = 2, y por abajo por la
curva r? + y? = 2y

Calcule la integral doble

Calcular la integral doble

// sinf dA
R

donde R es la regién en el primer cuadrante situada al interior de la circunferencia
r =4cosf y al exterior de la circunferencia r = 2. (Indicacién: dibuje la regién)

Dibuje la regién de integracion, intercambie el orden de integraciéon y evalie la integral

w/2 pcosf
/ / cos B dr db
0 0

Calcular la integral triple

[ [ ]2 sinta® tyav

donde Q = {(z,y,2) |1 <2 +y* <4,0< 2z < 1}

Calcule el volumen del sélido en el primer octante acotado por las graficas de las
ecuaciones
z=2 4y, y=4—2% =0,y=0,2=0

Considere el sélido S acotado por las graficas del paraboloide z = 9 — 2% — 42 y del
plano z = 5.

(a) Calcule el volumen del sélido S.

(b) Si el s6lido S es homogéneo de densidad constante 1 calcule su centro de masa (es
decir, su centroide).
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Considere el sélido @) en el primer octante dentro de los cilindros 22 +y*> = 1y
22 +y? = 4, y bajo el paraboloide z = 5 — 22 — 3%

(a) Exprese el volumen del sélido () como una (o més) integral(es) iterada(s) doble(s)
en coordenadas rectangulares.

(b) Exprese el volumen del sélido @) como una (o més) integral(es) iterada(s) triple(s)
en coordenadas cilindricas.

(c) Calcule el volumen del sélido Q.

Calcule el volumen del sélido acotado por los cuatro planos x = 0,y = 0, 2z =0, y
3z + 4y = 10, y la superficie z = 22 + 3%

Calcular el volumen del sélido acotado por las superficies 22 + y?> + 22 = 4y 2z =
4 — 2% — g2
(a) Dibuje el sélido

(b) Calcule el volumen usando una integral doble.

Encuentre el volumen del sélido acotado por las superficies 22 +y? + 22 = 1y 22 +9? =
1/4.

Calcule el volumen del solido acotado por los cuatro planos x = 0,y = 0, 2z = 0, y
3z + 4y = 10, y la superficie z = 22 + y%.

Calcular el volumen bajo la superficie z = In(2? + y?) y sobre la regién R en el primer
cuadrante entre los circulos 22 +y> =1y 2? + y> =4

4 2
/ / y cos x° dx dy
0 SV

(b) Calcule el centro de masa de la ldmina de densidad constante 2, acotada por las

0, z=-1,z=1.

(a) Calcular la integral doble

curvas y = m, Yy =

(a) Calcular la integral doble

// cos(1+ 22 +1?) dA
R

donde la regién R es la parte del anillo entre los circulos 22 +y? = 9y 22 +3? = 1,
en el primer cuadrante.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Integrales triples

(b) Calcule el centro de masa de esta regién plana R suponiendo que la densidad en
el punto (z,y) es la distancia del punto al origen.

Encontrar el centro de masa de la ldmina correspondiente a la regiéon parabdlica
0 <y < 4— 22 donde la densidad en el punto (x,y) es proporcional a la distancia
entre (x,y) y el eje .

Calcular el centro de masa de la lamina cuya forma esta dada por la funciéon y = sin z,
donde 0 < x < 7 y cuya densidad en el punto P es la distancia de P al eje y.

Calcular el momento de inercia de la region indicada:

(a) R esla regién bajo la curva y = sinx para 0 < z < 7 con respecto al eje x.

(b) Un circulo de radio r con respecto a su tangente.

(a) Encuentre el volumen del sélido limitado por las superficies dadas.

Py +22=6, z=2"+y°

(b) Hallar el drea de cada una de las dos partes en que la pardbola y = 5z%/8 corta
al circulo 22 + y? = 9/4.

Usando integrales triples, calcule el volumen del sélido acotado por el cilindro 22 +y? =
16, el plano xy y por el paraboloide z = 2% + y? + 4.

[ [ [ # sina® tyav

donde Q = {(z,y,2) |1 <2? +y* <4,0< 2 <2}

/ / / e gy
Q

donde € es la esfera de radio 1 centrada en el origen.

/Ox [/OtF(u)du] dt:/oz(:c—u)p(u)du

Calcular la integral triple

Calcular la integral triple

Pruebe que
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Dada la integral

2 £0.5V4—z2
/ / f(z,y)dydx
—-1J0

Dibujar la regién de integracién R implicita y escribir la integral como una o més
integrales iteradas intercambiando el orden de integracion.

Calcular la integral / / In(1+ 2% + y*) dA, donde R es la parte del anillo limitado

R
por los circulos 22 +y? = 1 y 2% 4+ y? = 4 ubicada en el primer cuadrante.

Calcular la integral /// f(z,y,2)dV donde f(z,y,2) = (x+2y +32)> y D es la
D

regiéon de R? limitada por los planos coordenados y el plano z +y + z = 1.

Calcular la integral triple de f(z,y,2) = 1+ (2% + y?)? sobre la regién D limitada por

el cono z = /22 4+ y? y el plano z = 2.

Calcule el volumen del s6lido en el primer octante acotado por las graficas de las
ecuaciones
z=24+y?, y=4—2% 2=0,y=0, 2=0

Evaltie la integral cambiando a coordenadas esféricas.

8— x2
/ / / (% + 1 + 23 dz dy dx
—92 — $2+y

Calcule, usando integrales triples, el volumen de la region acotada por las superficies
P+t + 22 =4yt +yt=1/4



Capitulo 4

Calculo Vectorial

4.1 Curvas Paramétricas

En este capitulo estudiaremos curvas en el plano, que pueden ser interpretadas como la
trayectoria de una particula a lo largo del tiempo. Entonces, si I es un intervalo de tiempo
a medida que t recorre [ la particula dibuja una trayectoria en el plano que llamamos curva
paramétrica, ya que depende del parametro t.

Formalmente, una curva paramétrica es una funcién de la forma A(t) =
(f(t),g(t)), donde t esta en el intervalo I. Tanto f(¢) como g¢(t) son con-
tinuas y derivables (en casi todos los puntos)

Ejemplo de curva

Consideremos la funcién A(t) = (t—2,¢?) definida en el intervalo [—1,1]. Pongamos z =t —2
e y = t?. Para gréficar la curva buscamos la relacién existente entre z e y. De lo anterior
tenemos t = x + 2 y reemplazando en la definicién de y obtenemos:

y=(z+2)°

Esto significa que los puntos del plano de la forma (t—2, t?) satisfacen la ecuacién y = (x+2)?
y por lo tanto la grafica de estos puntos corresponde a una parte de la gréafica de esta ecuacion.

102
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Ademsds, sit = —1 entonces ©* = —3 e y = 1. Asimismo, si ¢t = 1 se tiene que x = —1 e
y = 1. Asi, la imagen o grafico (o trayectoria) de esta curva es:

LoD oW

A medida que t recorre el intervalo [—1, 1] de izquierda a derecha, la curva también se dibuja
de izquierda a derecha, donde \(—1) es el punto inicial y A(1) es el punto final.

Ejercicios: Para practicar estas ideas, dibujemos las curvas paramétricas siguientes.

L At) = (t,t*+2), t€]0,2]
Punto inicial A(0) = (0,2)
Punto inicial A(2) = (2, 6)
Relacién entre z e y: y = 22 + 2.
Grafico:

2. At) = (1,12 +2), t € [-2,3]
Punto inicial A(—2) = (=2, 6)
Punto inicial A(3) = (3,11)
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Relacién entre x e y: y = 22 + 2.
Grafico:

|
w

|
(5]
[
W
o

3. A(t) = (t,3—3t), t € [0,1]
Punto inicial A(0) = (0, 3)
Punto inicial A(1) = (1,0)
Relacién entre x e y: y = 3 — 3.
Gréfico:

,_.
8]

En general, el grafico de toda funcion continua definida sobre un intervalo es
una curva paramétrica.
Si y = f(x), la curva correspondiente estd dada por:

At) = (4, f(1), tel

Ejemplos:

A(t) = (t,sint), t € [0, 27]
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| |
\/_Il/ L évj
-1

2|

A(t) = (t,Int), t € (0, 00)

-z

-3

A(t) = (t,e'), t € (0,00)

Algunas curvas clasicas vistas como curvas paramétricas.

e (irculo
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e Elipse

e Recta o segmento de recta

El circulo como curva paramétrica

Circulo unitario (radio 1 centrado en (0,0))

(cost, sent)

La curva (cost,sint) con t € [0, 27] tiene como imagen o trayectoria el circulo unitario.

e En un circulo centrado en el origen de radio a corresponde a la curva siguiente:

A(t) = (acost,asint), te€0,27]

e En general el circulo de radio a centrado en el punto (h, k) esta representado por:

A(t) = (acost+ h,k +asint), te[0,2n]
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) x
Elipse P + i

AN
\\\
T~
h—_‘—‘—~——\__
Y
donde:
2 2
T
) = cos’t z_z = sin?t¢

2% = a®cos’t

xr = acost y = bsint
Entonces la elipse con ecuaciéon cartesiana
22 P
a1
a b

Se puede representar paramétricamente por:

A(t) = (acost,bsint)

Ejercicios : Parametrizacion de algunas curvas clasicas
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1. Grafico de una funcién de una variable.

At) = (t, f@t) ,tel

2. Gréafico de un circulo.

A(t) = (h+acost,k +asint) ,t € [0,27]

3. Grafico de una elipse.

A(t) = (h+acost, k+bsint) ,t € [0,27]
4. Gréfica de una recta y de un segmento (Parametrizacién de una recta).

(a) no vertical

(b) vertical

En el caso a) la recta es el grafico de una funcién y = maz + b y por lo tanto A(t) =
(t,mt+b)t€R

Si se quiere parametrizar un segmento de esta recta basta con tomar ¢ en un subinter-
valo apropiado

t € a,b

En el caso b) las rectas verticales tienen como ecuacién

A(t) = (a,t) ,t € R

Para un segmento acotamos ¢ en el intervalo [a, b|
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Observacién: Las curvas tienen infinitas parametrizaciones

Otra manera de parametrizar un segmento (y también una recta)

Sean A y B dos puntos en el plano, la curva.

At) = (1—-t)A+tB € [0,1]
A0) = A
A1) = B
A+ B S
A1/2) = —g punto medio del segmento AB

En general el grafico o trayectoria de A(t) es el segmento entre A y B.

Ejemplos:

B2.4)

ADD)

Parametrizar este segmento de dos formas distintas
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1. Como el grafico de una funcién

Solucién: La ecuacién para la recta dada

= — = 2
Sy
punto (zg,yo) v pendiente
y—vo = m(z— o)
y = 2z

Por lo tanto la parametrizacion del segmento es:

A(t) = (t,2t) t € [0,2]

Con el método anterior que se usa para cualquier segmento
Solucién: Con este método

Para cualquier segmento entre [0, 1]

At) = 1-t)A+tB, te]|0,1]
At) = (1—1)(0,0)+ (2,4)t
Alt) = (0,0) + (2¢,4t)

At) = (2t,4t) te]0,1]

Si queremos conocer la parametrizacién del segmento (2,0) al (2,4).

At) = (1-1)(2,0) +(2,4)
At) = (2—2t,0) + (2t,4t))
At) = (2,4t) te€]0,1]

Calculo Vectorial
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Las parametrizaciones que conocemos:

At) = (%) te[-1,1]

Consideremos las siguientes curvas paramétricas

Blt)=(1-1),1-1")) te[-11]

Y(t) = (.7 tel-11]

Dado que tanto 3 como v cumplen con la condicién que la segunda componente es el cuadrado
de la primera, y que por lo tanto el grafico de ambas estd sobre la parabola (coincide con la
pardbola y = 2?)
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Punto inicial de g : g(—1) = (2,4)
Punto final de 5 : 8(1) = (0,0)

Si consideramos

Blt)=(1-1),1-t%) te02]

Su grafica serd

k| . — — — —
S S —

En el caso de vy
Punto inicial de vy : v(—1) = (=1,1)

Punto final de v : (1) = (1, 1)



Calculo 11, Juan Pablo Prieto y Mauricio Vargas C. 113

Otra parametrizacion de esta parabola puede ser

at) = (sint,sin®t) t € [-7/2,7/2]

Punto inicial de a: a(—7/2) = (—1,1)

Punto final de «: a(n/2) = (1,1)

2
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Cual es el gréfico de la curva

w(t) = (sint,sin’t), t&€[-n/2, 7]

Punto inicial de w : w(—7/2) = (—1,1)

Punto final de w : w(7) = (0,0)

(-1,1)

(0,0)

e(t) = (sint,sin’t), t¢€[-n/2,37/2]

Punto inicial de e(t) : e(—n/2) = (—1,1)

Punto final de € : ¢(37/2) = (—1,1)
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Descripcién: Una curva paramétrica se llama simple, si esta no se cruza a si misma.

v B X
O NI

si si no

En otras palabras la curva A(t) es simple si es inyectiva en el intervalo abierto de su definicién.
A(t1) # A(t2) no puede ser el mismo nimero

Una curva definida en el intervalo [a, b] se llama cerrada si:

Es decir punto inicial = punto final.

oS
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Hemos vistos que una curva puede tener infinitas parametrizaciones.

Por ejemplo: la parabola

At) = (t,t%), te[-1,1]
At) = (sint,sin’t), te[-n/2,7/2

y definimos el concepto de curva simple, curva cerrada y curva cerrada simple. Ver que en
este caso, solo los extremos de curva se tocan.

ERR

1. Cerrada pero no simple
2. Cerrada y simple
3. No es simple ni cerrada

4. Es simple, pero no cerrada

4.2 Reparametrizaciones

Sea A : I — R? una curva paramétrica y sea ¢ : J — [ una funcién continua
creciente o decreciente en el intervalo I. Entonces la funcién 5(t) = A(A(4(t))) se llama una
reparametrizacion de A.

J —¢ I = R?
f=Aoo

Esta reparametrizacion 3 ”dibuja’la misma curva.
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e Si¢/(t) >0, [ tiene la misma orientacién que A

e Si¢/(t) <0, [ tiene la misma orientacién opuesta A
Ejemplo:

L A(t) = (¢, %) ,t € [-1,1]
Sea ¢(t) = sint ,t € [-7/2,7/2]
luego, ¢'(t) = cost > 0en (—m/2,7/2)
entonces: ¢ : [—7/2,7/2] — [—1,1]

2

11

2. y(t) = (t3,t5) ,t € [~1,1] es una reparametrizaciéon de A con ¢(t) =3 ;¢ € [—1,1]

1

o:[-1,1] — [-1,1]
¢'(t) = 3t* > 0, excepto en 0
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4.2.1 Usando una reparametrizacion para cambiar el intervalo de
definicion de una curva

Supongamos A estd definida sobre el intervalo [a, b] y queremos redefinirla sobre el intervalo
[c,d]. Mostraremos un método para cambiar el intervalo de definicién de la curva y para
cambiar su orientacion.

Método

Si queremos cambiar de intervalo, pero no de orientacién, consideremos el rectdngulo en el
plano dado por estos dos intervalos, a saber:

R={(a,y) | e<a<d a<y<b)

Ahora, construyamos la recta de pendiente positiva que pasa por los dos vértices opuestos
como se ve en la figura. Llamemos a esta funcion ¢.

$'(t)>0

Entonces ¢ : [¢,d] — |a,b] es continua, derivable y su derivada nunca es cero, de hecho se
tiene ¢'(t) > 0. Por lo tanto, la funcién 3(t) = A(¢(t)) es una reparametrizacién de la curva
Ay que tiene la misma orientacion.

Si queremos cambiar de intervalo y de orientaciéon, consideremos el mismo rectangulo en el
plano. Ahora, construyamos la recta de pendiente negativa que pasa por los dos vértices
opuestos como se ve en la figura. Llamemos a esta funcion ¢.



Calculo 11, Juan Pablo Prieto y Mauricio Vargas C. 119

d(t)

$'(t)<0

Entonces ¢ : [c,d] — [a,b] es continua, derivable y su derivada nunca es cero, de hecho se
tiene ¢'(t) < 0. Por lo tanto, la funcién 3(t) = A(¢(t)) es una reparametrizacion de la curva
Ay que revierte la orientacion.

Ejemplos:

1. A(t) = (cost,sint), t € [0, 7]

Reparametricemos sobre el intervalo [0, 1]

] e — — — —

n=mx
o(t) ==t ,te€]0,1]
¢:10,1] — [0, 7]

B(t) = AM¢(t)) = A(wt) = (cosnt,sinnt), t € [0,1]
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2. consideremos el segmento que parte en (1,2) a (2, 5) la parametrizacién ” clasica” A(t) =
(1-t)A+1tB, t € [0,1] permite dibujar el segmento en 1 segundo.

At) = (1+t,2+3t) ,tel0,1]

Queremos ver en camara lenta este trazado, que demora 10 segundos en dibujar.[0, 10] —
[0,1]

10
1 1
1
¢(t)_ﬁt
t t 3t
B(t) = Mo(t)) = A (E) - (1 + 352+ 1—0> Lt e[0,10]

8(5) = (15,35  B(10) = (2,5)

Curva cerrada y simple
Una curva se llama cerrada si el punto inicial coincide con el punto final.

A [a,b] — R?
Aa) = \(b)

Una curva se llama simple si no tiene auto interseccién, es decir:

Ax1) # Mw2) sl x1 # xoy con xy, Ta €la,b|

6 bien si A es inyectiva 6 1-1 en el intervalo abierto |a, b]

Ejemplos

1. A(t) = (sint,sin*t), t € [0, 7]
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2. Mt) = (2 —4t,8* —4), t € [-2,2]
Solucion:

1. cerrada, no simple

e \(0)=(0,0)
e \(m/6) =(1/2,1/4)
e A\(m/4) = (0.7,0.49)
o A(7/3) = (0.86,0.75)
o Am/2) = (11)
o \(27/3) = (0.86,0.75)
o A(37/4) = (0.7,0.49)
e \(5m/6) =(1/2,1/4)
e \(m)=1(0,0)
2.
A(=2) = (0,0
A(2) = (0,0
Ma) = (a° —4a,a” —4)
Ab) = (b* —4bb* —4)

entonces \(a) = A(b)
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entonces de (2) a®> =b* = a=+b
Sia=—b

D +4b = b2 —4b
4b = b sib#0
= b
b = 42

= es inyectiva (—2,2), por lo tanto es simple.

4.3 Campos Vectoriales bidimensionales

Sea D un conjunto en R? (una regién plana ). Un campo vectorial en R? es una funcién F
que asigna a cada punto (x,y) perteneciente a D un vector bidimensional F(z,y).

Es decir, F': D C R? — R2.

f(x,y)

(xY)
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Ejemplos:

L F(z,y) = (v +y,y)

2. F(x,y) = (™, In(z + 1))

3. F(x,y)

(l’y27 T — y2)

4. F(x,y) = (z + siny, cos(xy))

123

El nombre de Campo Vectorial proviene de la manera de representar en forma grafica estas
funciones. Para ello se elige una grilla de puntos del plano (o més especificamente del
dominio D) y sobre cada punto (x,y) de esta grilla se dibuja el vector correspondiente a
F(z,y) (eventualmente adaptando su longitud). Veamos los siguientes ejemplos que han
sido producidos por el software Maple.

1. F(x,y) = (—y,z) (campo rotacional)

2. F(z,y)

(27,y)

[ e e N A L N
I N L
»//////./.—.-.2__.,_._.,__.\,\.\.\\.\.\
A A A . Ll S N N N L Y
‘/.///.//ffy._.,._‘_k.\\.\.\\\\
./!!Jz.fx;.{_...\.\.k\\.\.\.\\
I T T T A
F R R S E T T R SR U T T
S S S B ettt ot
N L O N D
5’51'1\\‘\""”1‘)(’!?’}'?
i'&k\\\\\\{_,A,,,f;frr
L T e R R B A A
T R T I I
R T e Bl R R R R
\\\\.\\Mw-u.'g.__.,.,.//////f
R J e S .
RURNENEE T s SE NS R X I
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3. F(z,y) = (1,1) (campo vectorial constante)
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(cos(z + y),sin(z + y))

4. F(z,y)
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5. F(x,y) = (cosx,siny)
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4.4 Integrales de Linea

Sea F(x,y) un campo vectorial y A una curva paramétrica definida en [a, b].
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Se define la integral de linea de F' con respecto a la curva A como

[rar= [ s00)

Si A(t) = (z(t),y(t)) entonces N (t) = (2/(t),y'(t)). Asimismo, F'(A(t)) = F(z(t),y(t)). Dado
que F(A(t)) y N(t) son vectores, entonces su producto es el producto interno (o producto
punto)

(a1, B1) - (g, B2) = 1 + B15s

Ejemplo Calcular la integral de linea en los siguientes casos:

1. F(z,y) = (x +y,y) At) = (t,t?), t € [-1,2]

/AFd)\ _ /2 FO®) - N(E) dA

-1

Nt = (1,2t)
FA\t) = F(t,t*) = (t+t*t%)
FO@)-N@#) = 4+ (1,2t) =t + 12 + 23

Por lo tanto :
121

/Fd/\ /t+t2+2t3d t2+t3+2t4 2 6.05
B 2 "3 4], 20

2. F(z,y) = (z,y) A(t) = (2cost,2sint), t € [0, 7]

AFdA = /OW FO®) - N (t) dA

N(t) = (—2sint,2cost)
F(\(t)) = F(2cost,2sint) = (2cost,2sint)
F(\(t))-N(t) = (2cost,2sint) - (—2sint,2cost) = 4costsint — 4costsint = 0
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Por lo tanto :

/Fd)\:/ 0dt =0
A 0

3. A:[0,27] = R?*: ¢t (t —sint, 1 —cost) y F(z,y) = (y, —x)

2
/F-d/\ = / F(t —sint,1 —cost) - (1 — cost,sint)dt
A 0
2m
= / (1 —cost,sint —t) - (1 — cost,sint) dt
0

2m
= / (2 —2cost —tsint)dt = 67
0

4. X [0,7] = R2: t— (cos®t,sin®t) y F(x,y) = (—y,z)

/ F-d\ = / F(cos®t,sin®t) - (=3 cos®tsint, 3sin’t cost) dt
A 0
= / (—sin®t,cos®t) - (=3 cos? tsint, 3sin’t cost) dt
0

N 3 [7 3 [7 3
= / SSinthOSQtdt:—/ sin22tdt:—/ (1—cos4t)dt:—7r
0 4 Jo 8 Jo 8

Propiedades de las integrales de linea

Las curvas se pueden subdividir en partes o bien se pueden anadir, como se ilustra en la
figura.

A1
Az

N/

A1tAz
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Esta idea de anadir la llamamos sumar. Por cierto, para sumar 6 unir 2 curvas el punto
final de la primera debe coincidir con el punto inicial de la segunda. Al igual que para las
integrales de una variable definidas sobre un intervalo en R, las integrales de linea cumplen

con la siguiente propiedad:
/ Fd)\:/Fd)\+/Fd)\
A1+A2 A1 A2

Por otro lado, si denotamos por —\ a la curva A orientada en sentido contrario, se tiene:

/ Fd/\:—/Fd/\
-\ A

Ejemplo:

Calcular la integral del campo vectorial f(z,y) = (2% + y2, 2zy), sobre la curva definida por
la frontera orientada negativamente de la regién acotada por la grafica de y = v/ y de la
recta al punto (4,2) del origen, con la orientacién dada en la figura.

/Fd/\:/Fd/\+/ FdX
A A1 A2

Solucidn:

Se necesita parametrizar las dos curvas que componen la curva de la figura. Llamamos A; al
segmento de recta y Ay al trozo de la gréfica de y = /.

A1 = segmento de recta de (4,2) a (0,0)
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(1—1)(4,2) +t(0,0)
(4—4t,2—2t) ,t €[0,1]

Ao = trozo gréfico y = /z
Xo(t) = (¢, V1)t €[0,4]

Calculemos:

AF@:A%@@ywmu

A
FAu(t))
F(A(t) - A(t)

(_47 _2)
F(4—4t,2—2t) = [(4 — 4t)* 4 (2 — 2t)*,2(4 — 4¢)(2 — 2t)]
—4 [(4—4t)* + (2 = 2t)%] — 4[(4 — 4t)(2 — 2t)]

entonces:

/1 [—4[(4—4t)* + (2—2t)*] —4[(4—4t)(2 —2¢t)]] dt = %

Calculemos:

AF@:A%@@ywmu

N, = (1,1/2v1)
F(Xg (1)) F(t,Vt) = (2 +t,2t\/1)
F(Xa(t)) - Xy(t) t+ 124t =2t +t?

entonces:

129
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4 112
/ (2t +*) dt = —=
0 3

Por lo tanto, la solucion es:

/Fd)\Z/ Fd)\—l—/ Fd\=0
A A1 A2

Ejercicios:

1. Calcular /fd/\, donde F(z,y) = (—y, )
A

2. Calcular /Fd/\7 donde F(z,y) = (—y,x)
A

e —— — —

Calculo Vectorial
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4.5 Campos vectoriales conservativos

Las dos componentes de un campo vectorial, que llamamos M y N, son funciones reales de
las dos variables z e y:

F(a,y) = (M,N)

Por ejemplo

1. Si F(z,y) = (x+y,y) entonces M =x+y; N =y

2. Si F(z,y) = (", In(z + y)) entonces M = e*¥; N = In(z + y)

3. Si F(x,y) = (zy?, o — y?) entonces M = zy*; N = x — 3>

4. Si F(z,y) = (z + siny, cos(xy)) entonces M = x + siny; N = cos(zy)

Si f(x,y) es una funcién real su gradiente es un campo vectorial.

_(Of Of
V= (%’a—y)

Ejemplo:
1. f(z,y) = zy* — funcién real

Vf = (y? 2xy) — gradiente en un campo vectorial

2. f(z,y) = e — funcién real
Vf = (ye™,ze™) — gradiente en un campo vectorial

3. f(z,y) = 2* + y* — funcién real
Vf = (2x,2y) — gradiente en un campo vectorial

Un campo vectorial F se llama conservativo si es el gradiente de alguna funcién

f. Es decir, si
_(9of of
F(z,y) = (%, E)_y)
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A partir de lo calculos anteriores, los siguientes son campos conservativos:

L. F(z,y) = (y*,2ry)
2. F(z,y) = (e"y,e")

3. F(z,y) = (2z,2y)

Entonces un campo de la forma F' = (M, N) es conservativo si existe una funcién real f tal
que:

of of
M= — N=—
ox oy

La funcién f se denomina funcion potencial del campo F'.

Ejemplos adicionales:

1. F(z,y) = (2zy, 2?)
flz,y) = 2%y

es conservativo ya que el gradiente coincide con el campo vectorial;

af af 9
M=—= = =
e 2cy N By x
f(x,y)—:l? Y

es conservativo ya que el gradiente coincide con el campo vectorial;

_Of N0

M = = =
ox dy

1

3. Fla,y) = (20,1)
flzy)=a+y
es conservativo ya que el gradiente coincide con el campo vectorial;

_9f

_of _
Cor N a

M _
Oy

2z 1
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Teorema (Independencia del camino)

Si F' es un campo vectorial conservativo, entonces la integral de linea de F' no
depende de la trayectoria, sélo depende del punto inicial y el punto final de
esta curva. Méds atn , si f es una funcién potencial, y A y B son los puntos
iniciales y finales de la curva; entonces:

[ Fax=sB) - 5

C

1. ;Coémo se sabe si un campo vectorial es conservativo?

2. Sabiendo que un campo F' es conservativo, ;como se encuentra una funcién potencial?

Observacién

., Qué pasa si F' es conservativo y A es una curva cerrada?.

A=B

[Fax = )=

Notacion

Si C es una curva cerrada

/Fd)\:%FdA
c
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Teorema

Un campo vectorial F' = (M, N) es conservativo si y solo si

oM _ov
dy  Ox

Ejemplo:

Determinar si I' es conservativo.

L F(z,y) = 2z + 3y°, 9%y + 2y)

2. F(z,y) = (2% 2y

3. F(z,y) = 2z + 3y°, 9zy* + 2y)

4. F(x,y) = (2zy,2° + cosy)

5. F(x,y) = (¢° + %, 22y° + siny)

o9
y y

Ei

N
8_ =18zy NO
ox

ON

o 0
O y NU

N
N _5p NO
ox

Sea I un campo vetorial conservativo, entonces ahora analizaremos la busqueda de la funcién

potencial.

Si f es la funcion potencial, entonces:
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af

@) =M (i) 2= =N

Entonces, si integramos la igualdad (i) con respecto a z

fx,y) = /Md:Hg(w)

y ahora derivando esta igualdad con respecto a y

0 0

0 - x-2[ ]

9(y) = /{N—%(/M@)] dy

Ejemplo:

1. Sea F' campo vectorial, conservativo

F(x,y) = (2zy,2?),

encontrar la funciéon potencial f.

of _
(1) = =2xy (I1) a—‘;;:a:

Por lo tanto la funcién potencial es:

fley) =%y +C
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2. Sea F' campo vectorial, conservativo
F(z,y) = (2% + 2y, 22 +y),

encontrar la funcién potencial f.

of _ o of _
(1) i + 2y (I1) ay—2x+y

Por lo tanto la funcién potencial es:

3 2

f(x,y)=%+2xy+%+0

3. Sea F' campo vectorial, conservativo
F(z,y) = (3 + 2zy,2” — 3y?),

encontrar la funcién potencial f.

af 2
N Y —_349 i 2
(1) e 3+ 2xy (I11) x° — 3y

P1) f(z,y) =3z + 2y + g(y)
0
P2) a—z =2+ 4'(y)
P3) 2% = 3y° =2+ ¢'(y)
P4) ¢'(y) = =3y* = g(y) = —y*+C

Por lo tanto la funcién potencial es:

f(z,y) =3z +22y—y +C
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La funcién potencial de un campo vectorial conservativo corresponde a una suerte de prim-
itiva, ya que (por el Teorema de la independencia del camino) se tiene, al igual que en el
llamado Teorema Fundamental del Calculo:

| Fax=5B) - 1)

A

donde A es el punto inicial y B el punto final de la curva A. Entonces, saber calcular la
funcién potencial de los campos vectoriales conservativos permite reducir el calculo de las
integrales de linea al cdlculo de esta funcién potencial. Veamos esto usando los ejemplos
anteriores:

1. Consideremos el campo vectorial F(z,y) = (2zy,z%). Ya vimos que es conservativo
y una funcién potencial es: f(x,y) = x*y + C. Por lo tanto, si queremos calcular la
integral de linea de este campo sobre una curva, nos basta conocer el punto inicial y
el punto final de esta curva. Por ejemplo, calculemos la integral de este campo sobre
la curva \(t) = (2t,t+ 1), t € [1,3]. Entonces,

/FdA:f(6,4)—f(2,2):(62-4+C)—(22-2+O):144—8:136
A

2. Sea F(z,y) = (x* + 2y,2z + y), calculemos la integral de linea de este campo sobre
la curva 3(t) = (1 —t,t*),t € [0,1]. Como la funcién potencial de F es f(z,y) =
% + 2zy + y—; + C, se tiene:

/ﬁFdﬁ:f(O,l)—(l,O): (%w) . <%+c) -1

3. Sea F(x,y) = (3 + 2zy, z*> — 3y?), calculemos la integral de linea de F sobre la curva
At) = (2t — 3,t+5), t € [1,2]. Dado que la funcién potencial de este campo es
flx,y) =3z + 2%y — 3® + C, se tiene:

/Fd)\ = f(1,7) = f(=1,6) = (10T +C) — (3— 6>+ C) = —333 — (—213) = —120

4.6 Teorema de Green

Una integral de linea sobre una curva cerrada se puede calcular mediante en una integral
doble sobre una region y viceversa.
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Sea F' un campo vectorial y sea C una curva cerrada, llamamos D a la regién encerrada por
la curva.

También decimos que C es la frontera de la region D. Si una hormiga camina por sobre
la curva en el sentido del transito y la region esta siempre a mano izquierda decimos que la
curva (frontera) estd orientada positivamente.

Teorema de Green
Sea F' un campo vectorial con componentes M y N que tengan derivadas
parciales continuas. Sea D una region del plano de tipo I, I1 6 I11. Entonces:

fra- [ (3-%)

donde C es la frontera de la regién D, orientada positivamente.

Utilizamos como notacion, en lugar de C, la siguiente:

0D = frontera de D

ODT = frontera de D orientada positivamente

Ejercicios:

Verificar el teorema de Green en los siguientes ejercicios

1. Calcular Y{Fd)\, si F(z,y) = (y — 22", cos(2y?) — ), donde C es el rectdngulo con

c
vértices (1,1),(0,1),(1,3),(0,3), orientada en sentido contrario al reloj.
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(0,3) (1,3)

(0.1) (1,1)

ON OM
Fd/\:// (———) dA
/c p \ Oz dy

M = y—z2e® =1
y— e — oy
ON

N = 2%) — — =1
cos(2y”) v

| [ 2ia= a0 -

2. }{Qm cos(2y) dx — 2% sin(2y) dy
C

Para toda curva cerrada simple suave, orientada +.

M

M = 2zcos(2y) — %— = —4xsin(2y)
Y

N = —227sin(2y) — %—N = —4dxsin(2y)
x

//D [(—4zsin(2y)) — (—4asin(2y))] dA =0

3. Sea C la curva cerrada formada por las curvas y = 22, = y?, calcule

/(y + eﬁ) + (22 + cos y2) dy
c

oM
_— — =
dy
ON

N = 2z +cosy? Ha—:2
x

M = y—ire*/E 1

139
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[ — —

[ L[

4. Calcular f(acy +y*) dz + 2* dy , limitada por y = z y y = 22

oM

] ————

Calculo Vectorial



Calculo 11, Juan Pablo Prieto y Mauricio Vargas C. 141

//DdA - /Ol/mj[Qx—(H?y)]dydx

= /Ol[xy—yQ] dx

2

T

20

Dejamos los siguientes ejercicios para que los resuelva el lector:

1. Verifique el teorema de Green para P = x y () = xy donde D es el disco unitario
2+ 2 < 1.

2. Verifiquemos el teorema de Green para el campo F(z,y) = (3z%y, —x3) donde D es la
region comprendida entre la pardbola y = 2% y la recta y = 1.

3. Usemos el teorema de Green para calcular la integral de linea del campo F(z,y) =
(22 +y, —x +4xy) sobre el circulo x? +y? = 1 recorrido una vez en sentido antihorario.

4. Sea F(x,y) = (y,—z) y sea C el circulo de radio r recorrido contra reloj. Escriba
/. o F'd)\ como una integral doble usando el teorema de Green.

5. Sea C' la frontera del cuadrado [0, 1] x [0, 1] orientada positivamente. Evalie,
/ (y* + 2°)dx + 22°dy
c

6. Sea C' la frontera del rectangulo con lados x =1,y =2, x =3, y = 3.

Evalue las siguientes integrales:

(a) [, (2y* + 2°)dx + 3y°dy
(b) Jo(zy? — y?)dz + (=52® + y*)dy
2y +sinx r+ e
—|d d
o e o [
7. Desafio. Considere los circulos de radio 1 centrados en el (2,0) y en el (—=2,0) y el
circulo de radio 4 centrado en el origen. Sea D la region al interior del mayor circulo
y al exterior de los circulos menores. Verificar el teorema de Green para el campo

F(z,y) = (—y,z). Indicacién: Parametrice las fronteras de estos discos para que la
frontera de D tenga orientacion positiva.
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4.6.1 Calculo de areas usando el Teorema de Green

Consideremos una regiéon D cuya frontera C es una curva cerrada y simple, orientada pos-

itivamente. Sea F(x,y) = (0, x), entonces %—IZ =1y 87M = 0. Por lo tanto el lado derecho

del Teorema de Green es igual a [ [ pdA = drea de D. Por otro lado, el lado izquierdo
del mismo teorema nos da: fc L xdy. Asimismo, este argumento se puede usar para el cam-
po F(z,y) = (—y,0), lo que da como resultado érea de D = fc+ —ydx. Finalmente, una
situaciéon un poco més simétrica se obtiene con el campo F'(z,y) = (—y,z) y el resultado
esta reflejado en el siguiente:

Teorema El area A de la region D encerrada por una curva cerrada simple C
y orientada positivamente es:

1
A:/xdy:/—ydx:—/xdy—yda:
c c 2 Je

Este teorema nos ofrece tres integrales de linea que nos permiten calcular el area de una
regién D. A pesar de que las dos primeras férmulas son més simples, la tercera permite en
algunos casos una integracion mas sencilla.

Ejemplos:

2 2
1. Calcular el drea de la elipse — + vy _q
a

b2

Primero, una parametrizacién de la elipse con orientacién positiva es: A(t) = (acost, bsint),

[0, 27]

rdy —ydx

((acost)(bcost) — (bsint)(—asint)) dt

o
3

ab(cos® t + sin®t) dt

vc\ﬁr\

I
Ml@ N = N = N
DO
3
|
3
@
=

t e
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2. Calcular el drea de la regién acotada por la curva A(t) = (12 —4t,t>—4) con —2 <t < 2.
Observe que se trata de una curva cerrada simple que se recorre en sentido horario.

Se tiene entonces (el signo menos representa la orientacion negativa de la curva),
2 2 2
2 8 256
A= —/xdy = —/ (t3—4t)2t dt = —/ 2t* =83 dt = — | =t° — ——t3 =—
A\ _9 9 5 3 5 15

4.7 Ejercicios de Calculo Vectorial (Capitulo IV)

1. (a) Parametrizar C el circulo de radio 3 centrado en el punto (—2,7) en el sentido
horario.

(b) Cambiar la orientacién de la curva A(t) = (t* — 1,t* + 1), t € [0, 2]

(c) Determine si 3(t) = (cos(t),cos’(t)) con t € [7/2,37/2] es una curva cerrada.
Asimismo, reparametricela en el intervalo [1, 3] y dibuje la curva.

2. Considere la curva parametrizada por A(t) = (v/2cost — 1,v/2sint — 1).

(a) Dibuje (con precisién) la curva y su orientacion.

(b) Reparametrice la curva para recorrerla en el sentido opuesto y en la mitad del
tiempo (aqui suponemos que t representa el tiempo).

(c) Reparametrice la curva original sobre el intervalo [—1,1], conservando la ori-
entacion.
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Calcule la integral
/ (2% + y*)dx + 2zydy
c

donde C' es la frontera, orientada negativamente, de la regiéon acotada por la grafica de
y = +/x y de la recta del punto (4,2) al origen.

Calcular la integral de linea

/ 6xy dx + (3% + 2y) dy
C

donde C' es una curva que une los puntos P = (0,0) y @ = (1,1) en cada uno de los
siguientes casos:

(a) C es el segmento que une Py Q.

(b) C es el arco de la pardbola z = y* que va de P a Q.

(¢) C va del punto P al punto (0,1) y de ahi al punto Q.

Calcular la integral de linea del campo vectorial F'(z,y) = (zy, x+y) sobre el rectangulo
(orientado positivamente) con vértices (0,0), (1,0), (1,2), (0,2).

Sea a una constante. Para la funciéon F(z,y) = (x 4+ 4y, ax + y) y la curva A dada por
el circulo 2% 4 y? = 9 orientado positivamente. Calcular la integral de linea

/Fd)\
A

Evalte la integral de linea

22y dx + 2% dy

S~

donde A estd parametrizada por A(t) = (cos8t,5sin 16t), con 0 <t < 7/4.

Calcule la integral

f (2% + y*)dx + 2zydy
c

donde C es la frontera de la regién acotada por las gréficas de y = /z, y=0y z =4

Calcular la integral de linea del campo vectorial F(x,y) = (z + y,x?) sobre la curva
que se ilustra, orientada positivamente. (segmento del origen al (2,0), arco de circulo
de radio 2 y segmento de (1,+/3) al origen.
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10. Calcular la integral de linea del campo F(x,y) = (4x + siny, xsin2y + 1) sobre la
curva que se ilustra (cada tramo es un semicirculo).

11. Considere el campo vectorial F(z,y) = (2zy* +y + 5,22%y + = + 2)

(a) Demuestre que es conservativo
(b) Encuentre una funcién potencial para F

(¢c) Calcule la integral de linea de F' a lo largo de la curva A(t) = (¢ + cos(wt),t —
cos(rt)), te [0,1].

12. (a) Sea F(z,y,z) = (e"siny + 1,e* cosy + 1). Demuestre que F' es conservativo.
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(b) Encuentre una funcién potencial para F.

13. Calcular la integral de linea del campo vectorial F'(z,y) = (xy,siny) sobre la frontera
del tridngulo con vértices (1,1),(2,2), (3,0) recorrido una vez en sentido antihorario.

14. Calcule el drea de la regién acotada por las funciones y = 22 — 4 e y = 4o — 2
usando el Teorema de Green.

15. Considere la curva (', definida como al arco de circulo de radio r y dngulo central km
dénde 0 < k < 2, como se muestra en la figura. Calcular

/Fd)\
A

donde F(z,,y) = (ﬁ, xzzTyz)

16. Calcular la integral de linea

/(x+y)2dx—(x—y)2dy
c

donde C es el contorno, orientado positivamente, de la curva formada por la sinusoidal
y =sinx y el segmento del eje x entre 0 y 7.

17. Verifique el Teorema de Green para el campo vectorial F'(z,y) = (3z%y, —z?), donde
D es la regién acotada por la pardbola y = 22 v la recta y = 1.
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18.

19.

20.

21.

Calcular la integral de linea del campo vectorial F(x,y) = (2° + 4y, 6x — y*) sobre el
circulo z% + y* = 16.

Sea F(x,y) un campo conservativo, si la integral de F' sobre la curva ABE es 3 y la
integral de I sobre el segmento BE es 2, calcular la integral sobre:

(a) ABCDE
(b) EDCB

t—1
Considere la funcién f(z,y) = zy+e™. Sea A la curva dada por A(t) = <t2 +1, t—l——1> ,

donde t € [0, 1]. Calcule la integral de linea

/AVfdA

Calcule la integral de linea j{ F -dp, donde F(x,y) = (2x+y, —x+4xy) y pu representa

m
el circulo 22 + y? = 4 recorrido una vez en sentido antihorario.



Capitulo 5

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

5.1 Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Estas ecuaciones son una herramienta fundamental para estudiar el cambio (en el mundo
natural y social). En la ciencias de la vida, en la ingenieria, en la fisica, en la psicologia, en
la biologia, entre muchas otras areas, estas ecuaciones son herramientas fundamentales en
los aspectos cuantitativos que tienen relacién con el cambio. Una gran parte de los modelos
matematicos que buscan comprender y predecir los fendémenos tienen su base en la teoria de
ecuaciones diferenciales.

Ejemplos de estos modelos son caida libre, decaimiento radiocativo, la ley de enfriamiento
de Newton, el crecimiento de poblaciones, modelos de osciladores armoénicos y resortes,
modelamiento de circuitos eléctricos, caos, etc.

(a) Ley de Newton de caida libre. Si un objeto (por ejemplo una manzana) se libera de
una altura dada, la masa del objeto por su aceleracion es igual a la fuerza que actia

sobre él:
d*h
m—s = —m
e g
donde m es la masa, h la altura desde el suelo, g es la aceleracion gravitacional y

d?h/dt? es la aceleracién del objeto.

(b) Ley de enfriamiento de Newton: La tasa de cambio de la temperatura 7' de un cuerpo
con respecto al tiempo () es proporcional a la diferencia de la temperatura del cuerpo
y del medio ambiente, que llamaremos A.

dT
= kA-T
il )

148
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(c) La tasa de cambio de la poblacién P(t) es proporcional al tamano de la poblacién:

P
~ —kP
dt

(d) La ecuacién de Laplace (usada en electricidad, calor y aerodindmica, entre muchas
otras aplicaciones) es:

0*u N 0*u 0
ox?  Oy?
Esta no es una ecuacién diferencial ordinaria, se denomina ecuacion en derivadas par-

ciales.

Dicho de manera simple, una Ecuacién Diferencial Ordinaria (EDO) involucra
una funcién y (dependiente de una variable z) y una o més de sus derivadas.
Maés precisamente, toda ecuacion diferencial de primer orden se puede escribir
de la forma:

F(z,y,9) =0 (5.1)

Una solucién de esta ecuaciéon es una funcién f(x) que al sustituirla por y en
la ecuacién (5.1) sastisface la ecuacién para todo z en un intervalo.

Otros ejemplos: en los siguientes ejemplos mas abstractos, y es una funcién de la variable

@) o=k B y=2 () ¢ =6
y =0 (e) y' =y (f) 3y —2y" +4y" =2z

En una ecuacién diferencial, la derivada puede aparecer en forma implicita a través de
diferenciales, como en la siguiente:

(2 +y*) do — 22y dy = 0
Esta ecuacién puede ser escrita como:

dy

7 _
dx

o +y? — 2y
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o bien de la forma
(xQ—l—yQ)d—I—?xy:O
dy
por lo que podemos considerar a cualquiera de las dos variables como la variable dependiente
y la otra sera la independiente.

En los siguientes ejemplos, para cada ecuacion diferencial encontramos una o més soluciones
de manera artesanal (es decir sin métodos especificos).

3
. . ., L e I
1. y' = 2® — 2. Por simple integracién podemos saber que una solucién es y = 3 2.

3
x
Aunque, la solucién més general posible es: y = 3 2+

2. y' = y. Sabemos que una funcién que no cambia al derivarla es y = e, por lo tanto es
una solucién. Al igual que en el ejemplo anterior, otra solucién sera y = ce”.

2

3. y'+2y = 0 se puede escribir como: ¢y’ = —2y. Una solucién es: y = e~ ** | en efecto ¢y’ =

—2e72% Pero otra solucién también es: y = ce 2%,

4. y" +y = 0. Para encontrar soluciones, tratamos de recordar qué funciones cumplen
con esta ecuacién, es decir, qué funcion al derivarla dos veces cambia de signo. Dos
ejemplos son f(x) = cosx y g(z) = sinz. En efecto, f'(x) = —sinx y f’(x) = — cosx.
Lo mismo sucede con g(z). Pero también la funcién h(z) = ¢; cosx + casinz es una
solucién de la ecuacion diferencial y” + y = 0.

En este capitulo sélo estudiaremos ecuaciones diferenciales de primer orden, es decir, aquellas

que involucran solo la primera derivada de y. Estas ecuaciones tienen la siguiente particu-
laridad:

Toda ecuacién diferencial de primer orden se puede escribir como:

d

y = flz,y) 6 % = f(z,y)

Del primer ejemplo podemos concluir algo mas general:
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La ecuacién

se resuelve mediante integracion y la solucion es:

v= [ s

Entonces, el estudio de este tipo de ecuaciones puede entenderse como el estudio del cédlculo
integral de una variable, para lo cual se establecieron una serie de métodos y mas particu-
larmente el famoso Teorema Fundamental del Cdlculo.

En los ejemplos anteriores, las soluciones son funciones que pueden ser expresadas de manera
explicita. Consideremos la ecuacion

y ="
Y
Multiplicando por 2y obtenemos
2yy = —2x

luego integrando a ambos lados y recordando la Regla de la Cadena (en este caso, el hecho
que (y%) = 2yy’) obtenemos

y> = —2%+ C o bien
?+y* = C

Entonces decimos que la ecuacion x?> + y?> = C es la solucién de la ecuacién diferencial

y = —x/y. Con esto queremos decir que esta ecuacién define de manera implicita las

soluciones de la ecuacién (la solucién y = vC' — 22 y la solucién y = —v/C' — z2). Entonces:

Se dice que una relacién (ecuacién) G(x,y) = 0 es una solucién de una ecuacién
diferencial en el intervalo I, si ésta define una o méas soluciones explicitas en I.

En esta teoria de las ecuaciones diferenciales hay tres cuestiones basicas. La primera tiene que
ver con los modelos matematicos: Determinar qué ecuacién diferencial describe un fenémeno
especifico. La segunda es acerca de la existencia de soluciones: Sabemos que en las ecuaciones
algebraicas, algunas tienen solucién y otras no (como por ejemplo, la ecuacién z2 + 1 = 0).
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Entonces, una importante pregunta es si una ecuacién diferencial dada tiene o no solucién.
Y finalmente, sabiendo que una ecuacién tiene solucién necesitamos, en algunos casos, saber
si hay otras soluciones (unicidad de la solucién). El siguiente resultado da respuesta a estas
dos ultimas cuestiones para el caso de las ecuaciones de orden 1.

Teorema (existencia y unicidad de la solucién.) Para el problema de
valor inicial

dy

% :f(l’,y), y(I‘O) = Yo

si fy g—;j son funciones continuas en un rectangulo

R={(r,y) |la<z<b, c<y<d}

que contiene el punto (z,,y,), entonces existe una tnica solucién ¢(z) definida
en un intervalo alrededor del nimero z,, que pasa por el punto (z,, y,)-

Las ecuaciones diferenciales de primer orden se pueden escribir indistintamente de las formas:

dy

Ly = = fay)

2. Mdx+ Ndy =0, donde M y N son funciones reales de las variables z e y.

Ejemplos:
d
(2) ¥ =3zy (b) % - % () ¥ =a+y
d T
(@) d_z:x—i—y (e) ydz+ady=0 (f) (2°+y°)dz —2*ydy =0

En todo caso se puede pasar facilmente de una descripcion a la otra:

dy

dx

dy = f(z,y)dw
—f(z,y)de+dy = 0
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2.
Mdr+Ndy = 0 /+ dx
d
M+NZ — g
dx
dy — M
de N
Ejemplos:

(a) ¥ =32y = Mdr+ Ndy=0

d
—y:3xy—>dy:3xydx
dz
—3zxydr +dy =0

dy _y

b)) -2 = 2

(b) dr =
rxdy =ydx
—ydr+xdy =0
dy_ 2 2

dy = (2° + y*)dx
—(2* + y*)dz 4+ dy =0
dy @

de.  x+vy

(x +y)dy = zdx
—zdr+ (x+y)dy =0

(e) ydr +xdy =0

Yy =G(z,y)
rdy = —ydx
dy
T =Y
dy _—y
dx x
r_ Y

y =
x
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(f) (2*+y*)dz — 2*ydy =0

(2% +y?) dr = 2*y dy

dy
2 2y _ 2 Y
(z +y)—xyd$
x2+y2_dy
w2y dx

5.2 Curvas isoclinas

Una técnica ttil para visualizar la familia de soluciones de una ecuacion diferencial de primer
orden es dibujar (con la ayuda de un computador) el campo de direcciones de la ecuacién.
En una ecuacién de primer orden

dy

f(z,y) es la pendiente de la solucién en el punto (z,y). Es decir, f(x,y) nos provee de la
direccién que debe tener una solucién de la ecuacion diferencial en cada punto. Entonces
para dibujar el campo de direcciones, en cada punto del plano (en realidad de una grilla)
dibujamos la direccién (pendiente) que tiene la solucién en ese punto.

Ejemplos.

1. Para la ecuacion,

cuya solucién general es

—X

sinx 4+ cosx
= +ce

y= 2

el campo de direcciones se muestra en la figura siguiente, junto con la grafica de cuatro
miembros de la familia de soluciones (que llamamos curvas isoclinas.) Se puede apreciar
que tres de las curvas convergen a una cuarta (onda verde en la pantalla). Esta cuarta
curva es la solucién que se obtiene al poner ¢ = 0, es decir y = (sinz + cosz)/2.
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también mostramos el campo de direcciones junto a tres curvas isoclinas (soluciones
particulares). La recta que se aprecia (en verde en pantalla) es la solucién con ¢ = 0.

que tiene como solucion a

2. En la ecuacion

E XA LSO

ffffi///ém
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NS
._ \q\\\\\\l\\‘\.\\\#\\h

L o T B
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Lo R Y
R e T e
[
™ e

—0.5

cuya solucion general es y = c-e”, mostramos el campo de direcciones y algunas de las

soluciones particulares: parac=2, c=0.5y ¢

3. Para la ecuaciéon
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—1.5.

lyc=

I xq
g \.m
——t S 7 T
I

R ey o A

Py

o e

P e e e

[Fre. o e e T e T e T
[ e
[ o
[oo, F o e e
[, o, o e e e e

b bt P R e

te- 6—2]32

156

R N IS I A e e e
N N O
RRRRRNNNN || § ot
W=
I S A g
N pre
s fff///gm\\\\\xxx\
SR\
RS N m O
. oo _ e

fﬂﬂﬁfﬁNM/J mﬁﬂ\\\ﬂﬂ“
B I
fffff//ﬁﬁg%mM\\\\\\\
e e, e e P P I e
f???ff/f/‘%m\\\\NNN\
LN L g

1

4

x — 4xy, la solucién general es
Y

Se ilustra el campo de direcciones y algunas curvas isoclinas: ¢

4. En el caso de la ecuacion y’
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de existencia y unicidad, cada curva solucion se determina, ya sea dandole un
valor a la constante ¢ o de forma equivalente, estipulando un punto (z,, y,) del
plano por donde pasa la solucion.

En resumen, en la grafica del campo de direcciones de una ecuacion diferencial
se pueden apreciar todas las soluciones de la ecuacion dada. Por el teorema
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5.3 Ecuaciones diferenciales separables
Una EDO de primer orden

y = f(x,y)

se llama separable si f(z,y) se puede escribir como un producto F(z)G(y), de una funcién
de x por una funcién de y.

Ejemplos:

(a) y' = 3zy es separable

y =3z-y
(b) ¥ = Y es separable
T
1
v=—"y
T
(¢) ¥ =2 +y*  no es separable
T
d) ¢ = no es separable
)y =7 P

dy
29— p(y).
W~ Pl
d
Wy) = F(x)dr — las variables estdn separadas
Yy

Método: ¢ = F(z)-G(y)

(P.1) Separar las variables
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(P.2) Integrar en ambos lados
dy /
—— = | F(r)dx
/ G(y) )
(P.3) Despejar y de la ecuacién anterior

(P.4) Si y no se puede despejar, entonces la ecuacion resultante sera la solucién implicita

de la EDO.
Ejemplo:
1. ¢ = 3zy
dy
-7 _3
dx w
d
W _ 3z dx
Y
d
/_y = /Sxdx
)
3 2
Iny = % +C Jexp
12
Y= e’ e —  Solucién general explicita
2.y = J
x
dy _y
de «x
dy dx

X

Y
[l [
yi T

Iny=Inz+C Jexp

eln Yy eln z+C

y = elnweC’
C

Yy = zxe

Como se puede apreciar, la solucién general es una familia de funciones que dependen

de un pardametro (constante de integracién). Si, por simplicidad, llamamos m a la
constante eC, tenemos:
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y=max rectas que pasan por el origen

3. y':—E
Y
dy «x
de vy
ydy = —x dx
/ydy:/—a:dx
2 2
Y x
I __ T 10
2 2+

z? 4+ y* =2C solucién general implicita circulos centrados en el origen

Familia de soluciones (campo de direcciones y algunas soluciones particulares)
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5.4 Ecuaciones Homogéneas

Funciones homogéneas: Una funcién de 2 variables H(z,y) se llama homogénea de grado r
si para todo x cualquiera se tiene:

H(tx,ty) = t"H(z,y)

Ejemplo: Funciones homogéneas

(2) Hzy)=z+y b) Hy)=+ay () Hly) =
(d> H('Tay) = v952+y2 (e) H(ZC,y> :(3% (f) H(x)y) — ﬁ
Veamos:

(a) H(tx,ty) =tx+ty =t(r+y) — es homogénea de grado 1

(b) H(tx,ty) = (tx)* + (tz)(ty) = t*2* + t>zy = t*(2* + vy) — es homogénea de grado 2
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t
(¢) H(tx,ty) = 5 = 5 = tog — es homogénea de grado 0

(d) H(tx,ty) = /1222 + 122 = \/t2(22 + y2) = t\/22 + y2 — es homogénea de grado 1

(e) H(tx,ty) = ew =ev =t%% — es homogénea de grado 0

1 11 o 1

f) Hitz ty) = ———— = ——— =472~
() (I, y) t2I2+t2y2 t2 a?2+y2 :E2+y2

— es homogénea de grado -2

Propiedades de las funciones homogéneas

1. H(z,y) = C es homogenea de grado 0

2. x e y son homogeneas de grado 1

3. Si H y GG son homogeneas de grado r y s respectivamente, entonces:
z,y) - G(z,y) es homogénea de grado r + s

z,y)/G(z,y) es homogénea de grado r — s

)

)

) [H(z,y)]" es homogénea de grado k - r

) Sir # s, entonces H(x,y) + G(x,y) no es homogénea
)

S
Sir =s, entonces H(z,y) + G(z,y) es homogénea de grado r 6 es la funcién 0

4. la funcion 0 no tiene grado.

Definicién: Supongamos que M y N son homogéneas de grado r, entonces la EDO:

Mdx+ Ndy =0 sellama Ecuacién homogenea

Teorema:
Si f(z,y) es homogénea de grado 0, entonces f(z,y) depende sélo de la variable
U= z ov= ¥
Y x

Método de solucién de una ecuacion homogénea
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M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

dy
M@w+N@w@=0

. , . . Yy .
la funcién M /N es homogénea de grado 0, por el teorema anterior, si u = =, se tiene:
x

= g(u) (5.2)

dy = d(uzr) = xdu + udz

De lo que se concluye que:

dy du

Luego consideramos la ecuaciéon original y la dividimos por N:

d
M(z,y) + N(z,y) 2 =0 /+N
dx
Para obtener: Mg
Y
A A
N * dx
Utilizando la igualdad (5.3):
My e® =0
—+r—4u=
N dz
Usando ahora la igualdad (5.2):
du ()
r— = —u—g(u
dx g
Finalmente podemos separar la variables para llegar a:
d d
s ¥, separable
u+ g(u) x

Método:
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e Partir de una ecuaciéon homogénea

. . Yy,
e Hacer cambio de variable u = = 6 v = —
x )

e Reescribir como una ecuaciéon separable en uy x 6 en v e y.

Ejercicios:

1. (2 —zy+y*)de —zydy =0
(2> —zy +y?) = M — homogénea de grado 2

—xy = N — homogénea de grado 2

= EDO es homogénea de grado 2

Solucién: Sea u = 2 = Yy =ux
x

(2% — ruz + v*2?) dx — vur(udr + xdu) = 0
221 —u+u?)de — 2*u(udr +xdu) = 0 /+2?
(1—u+u*)dr —u(udr +xdu) = 0
(1—u+uv’—v’)dr —urdu = 0
(1—u)dr —urdu = 0
(1—w)dr = wuxdu
dz U

T 1—u

Integramos a ambos lados

d
- / Y du
T 1—u

Ci;_x - /<_1+1iu)

Inz = —u—In(l—u)+C
Inz = —g—ln(l—g)—i-C

163
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2. Resolver usando las dos sustituciones posibles (y = uz y z = vy):
(x —2y)dx+ 2z +y)dy =0
Solucién:La ecuacion es homogénea de grado 1.

y=ur = dy=udr+zdu

(x + 2uz)dr + (2o + ux)(udr + xdu) = 0
(1l —2u)dx + 22+ u)(udr +xdu) = 0
1—2u+ 2+ uwulde+ (2+u)xrdu = 0
(1—u?)dr = —(2+uzdu
dx (24 u)
T 1t

Las integrales son faciles de calcular y las dejamos al lector.

x Usemos ahora la sustitucion: z = vy = dr =vdy + ydv

(vy — 2y)(vdy + ydv) + (2vy + y) dy 0
y(v —=2)(vdy+ydv)+y2v+1)dy = 0
(v—=2)vdy+ (v—2)ydv+ (2v+1)dy = 0
(v+2)v+ 2u+1))dy+ (v—2)ydv = 0
(v +1)dy = (2—v)ydv

dy 2—w

Y v2 +1

dy _/ 2w o
y v+1 v?+1

1
Iny = 2arctan(v) — 3 In(v?+1)+C

[ 2
lny = 2arctan(§)—ln a:_2+1+0
) )

2zy -y = 4a® + 3y?

3. Resolver:
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Solucién:La ecuacion es homogénea de grado 2, ya que :

dy 42 + 3y

= 2rydy = (42% + 3y%) d
T 20y rydy = (40° + 3y~) dx

* Sustitucion: y =wux ,dy =udr + xdu

(2z(uz))dy = (42* + 3u’x?)dx
(22%u)(u dx + z du) (42% + 3u*z?) dx
(2u)(udx + x du) (4 + 3u?)
2utdr + 2urdu = 4dv+ 3u*dx
Qurdu = 4dr+3udr — 2u*dx

Qurdu = 4dx+ u®dx
dx 2u du

x (4 4 u?)

Integramos a ambos lados

Inz = In(4+u?)+C Je

22
T = T 2y -k
x
3
%:4x2+y2
3
y = +4/ — 4g2
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5.5 Ecuaciones Exactas

La ecuacién diferencial de primer orden:

Mdx+ Ndy=0

se llama exacta si:

Y
oxr Oy

El método de solucién se basa en la existencia de una funcién potencial f(z,y) con la
propiedad:

Vf=(M,N)
Es decir:
_of _of
M= ox’ N= oy

Si reemplazamos esto en la ecuacion general:

of of . _

pero, justamente la diferencial de una funcién de dos variables es:

df (z,y) = %dxﬁLa—ydy

por lo tanto, si la diferencial de una funcién de dos variables es cero, entonces:

f(xz,y) = C que representa la solucién general de la ecuacién
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En resumen,:

g ((;_JZ — 8(9_]\3/4 = 3 una funcién f(z,y)

con la propiedad V f = (M, N) (funcién potencial) y la solucién (implicita) de
la EDO es la ecuacién:

flz,y)=C

Por lo tanto el método se reduce al método que ya conocemos para encontrar la funcién
potencial del campo (conservativo) F' = (M, N).

Ejemplos:

1. Resolver 3z(zy —2)dx + (2® +2y)dy =0

Solucién: es exacta ya que:

oM
M : 3z(zy —2) — a—y:3x2
ON
N:z3+2y — — =3a?
ox
Para encontrar la ecuaciéon potencial
of of 2
— =M — =3y —6
ox R vy
of of _ 3
— =N — = 2
Ay - dy Ty

entonces:
f(z,y) = / (3z%y — 6x) dx + g(y)

flz,y) =2’y — 32 + ¢'(y)
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ahora derivando con respecto a y:

aof 3 / 3
) _ 9
Dy z Jgy) ==z Y

por lo tanto

Jy)=2y = gly) =y

Asi f(z,y) = 23y — 3% + 42

luego la solucion general es:

2wy -3+ =C

. Resolver (22 — zy?* — 2y + 3) da — (2%y + 22)dy = 0

Solucion: es exacta ya que:

oM
M:2z® —xy* —2y+3 — 8—:—2xy—2
Y

ON
N: —(r*y+2z) — %:—Qxy—Q

Para encontrar la ecuaciéon potencial

of of 3 2

— =M —- — =22 - -2

o O T Ty y+3
of of
ay—N—> 9 (x*y + 27)

entonces:

fx,y) = /(2903 —ay® — 2y +3)dx + g(y)

513'2y2

2

4
e
flz,y) = T —2yz + 3z + ¢'(y)

ahora derivando con respecto a y:

= =2y —2r+g(y) = 2y — 2
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por lo tanto

Jy) =0 = g(y)=C

IL‘4 $2y2

luego la solucién general es:

— 2yx + 3z

ot ay?
4

2

—2yr+3x=C

5.6 Ecuacion Lineal de Primer Orden

Una ecuacién diferencial de primer orden se llama lineal si se puede escribir de
la forma:

Alz)y' + B(z)y = C(z)

Sin embargo, la forma estandar de esta ecuacién se obtiene al dividirla por A(x) y escribirla
de la forma:

Forma estandar

y + P(z)y = Q(x) (5.4)

Método de solucién:

Para resolver esta ecuacion se usa una funcién auxiliar llamada factor integrante, la que se
define del siguiente modo:
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o= 6fP(ac)d:z:

La derivada de esta funcion es:
MI _ P(l‘) efP(z)d:Jc

Al multiplicar ambos lados de la ecuacién (5.4) por u se obtiene:

el Pl@)de sy P(z) el Pl)de,, Q(z) el P@de hara simplificar usamos
py +u'y = Q@)p
(ny) = Qz)pu

Ahora integrando a ambos lados se obtiene:

wy = /Q(z) wdx + C, en forma explicita se obtiene

1 €T X
Yy = 7 JPwde </Q($)€fp( ) dx+(])

Esta férmula (que aparece como complicada) no se debe aprender de memoria. En la préctica
se realiza el proceso completo para arribar a la solucién (que por lo demds es siempre
explicita). En resumen, el método consiste en:

1. Escribir la ecuacién de la forma : ¢’ + P(z)y = Q(x)

2. Calcular la funciéon, llamada factor integrante: p = el P®)

3. Multiplicar ambos lados por p

4. Integrar a ambos lados (recordar que el lado izquierdo de la ecuacion es la derivada de
un producto)

5. Despejar y.

Ejemplo:
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1. Resolver
2y —4a®)dr +xdy = 0 /= dx
dy
2(y — 4z A
(y—da’) +a dx
d
2y — 8% + Y 0
dx
vy +2y = 8% /+u
2
Y+ A
x
en este caso P(x) = 2/z y Q(z) = 8x y el factor integrante es: p = e 2de _ 2o _
6ln:1:2 — 172 = u= $2

Multiplicando la igualdad por este factor integrante, tenemos:

2y

y+= = 8z [ -pu=a1?
T
22y +2ry = 8a°
(2%y) = 8a°

iy = /8:L’3dx

y = 2+ C

2zt + C
y = % — Solucién general explicita
x

2. Resolver xy —2y=2% /- %

;2
y——y=ux
X

[ J
s,
—
a¥

I

|

[

[ )
—
=
|
B
=

T ]
—
|
5
a
3
Il
|
(\W)
—
|
I
|
(\V)
=8
Bl
Il
=
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e y=xaln|z| +2°C — Solucién general explicita

3. Resolver 3/ =y+¢e”®

y—y=e¢
o P(zx)=-1
) P(x)dx:—/dx:—x
o p=¢c¢"
o 4 [y-e "] =e"e " = yex:/lda}
dz
O%Zx—I—C

e
o y=uxe’+e°C — Solucién general explicita

5.7 Ecuacion de Bernoulli

Una ecuacion que se pueda escribir de la forma:

dy B "
&+ Pla)y = Q)

donde n es un numero real, se denomina de Ecuacién de Bernoulli

Cuando n = 0, 1, una ecuaciéon de Bernoulli es una ecuacion lineal, ya que se tiene:

dy + P(x)y = Q(z),cuandon =0

dx
dy

e + (P(z) = Q(z))y = 0,cuandon =1

Por otro lado, cuando n # 0,1, es posible transformar la ecuaciéon de Bernoulli en una
ecuacion lineal. Consideremos la ecuacién original y dividamos por y™:

&t Py = Q) (5.5)
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Si consideramos la sustitucién z = y' ™",

dz dy

Z—(1= -n 7J
I (1-n)y

z =
Y dx

Por lo tanto, si ahora multiplicamos por (1 — n) en ambos lados de la ecuacién (5.5) ,
obtenemos:

Y (-mP@y T = (1-n)QW

Y+ (1-n)P(x)z = (1-n)Q(x)

(L—n)y™"
Lo que resulta ser una ecuacion lineal en la variable z. Luego, el proceso se continua con el
método de resolucion de ecuaciones lineales.
Ejemplos:

2
1. Resuelva 1/ = i zy?
T

2
P1) Escribir la ecuacién como: 3’ — Y —x?y?
x
P2) Entonces tenemos una ecuaciéon de Bernoulli con n = 2
1
P3) Hacemos la sustitucién z = ' ™" =y~ = —
Y
dz 1 dy dy o dz
P4) = —=—-———"= — ==y —
) dx y? dx (d:n Y dx
2z 2 2,2 2
P5) Luego, —y"— — —2y° = —z°y° — y=y"z
dr
2
P6) Ecuacién lineal en su forma estandar d—z + 2z =12
r
P7) El factor integrante es el Tdv = 2w _ 2
d 1 >
P8) Entonces @(ﬁz) =2 6 z= = (% + C>

1
P9) Como z = —, tenemos

1‘2

(5+0)

(También, no hay que olvidar que y = 0 es solucién de la ecuacion)

Y= — Solucién general
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2. Resolver ¢ + xy = ze * y >

P1) Ecuacién de Bernoulli con n = —3
P3) realizemos la sustitucion z = y' ™" = yl_(_3) =
dz . dy dy 1 dz
P4) = — =4y° = = =
) dz U dx (dx 4y3 d:c)

P5) Luego, 49’y +4y's = dze™ — y=y'z

d
P6) Ecuacién lineal en su forma estandar d_z + 4z 2 = dze™™
x

P7) El factor integrante es e/ 4% — 2

d
P8) Entonces d—(e%QZ) =dze " e® 6 2z =2 +C
x

1
P9) Como z = —, tenemos
Y

yt = 2 4+ Ce " — Solucién general

5.8 Ejercicios de Ecuaciones diferenciales de primer or-
den (Capitulo V)

1. Resuelva la siguiente ecuacién: e* dx + 2(xe® — y)dy = 0

(a) Como una ecuacién exacta

(b) Como una ecuacion lineal de primer orden

2. Encuentre la solucidon de la ecuacién diferencial
2x+3)y =y + 2z + 3)1/2

que pase por el punto (—1,0)

3. Resuelva la ecuacion diferencial

y(6y* —x — 1)dx + 2xdy = 0
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4. Encuentre la solucion explicita de la ecuacién diferencial

2zyy = 42* + 3y°

5. Resuelva el problema de valor inicial
3y(z® — 1)dz + (2° + 8y — 3x) dy = 0

donde y = 1 cuando =z = 0.

6. Encuentre, en forma explicita, la soluciéon general de la ecuacion

zy + 6y = 3xy'/?

7. Resuelva el problema de valor inicial
2zyy = 42® + 3y°

con y(1) = 2.

8. Resuelva la ecuacién diferencial
xy’ —y = xk’yn
Para esto considere separadamente el cason # 1y k#0del cason=1y k= 0.
9. Encuentre en forma explicita la solucién de la ecuacién
2ryy’ = y? — 223

que pasa por el punto (1,2)

10. Resolver el problema de valor inicial
3y(z® — 1)dz + (z° + 8y — 3x) dy = 0

donde y = 1 cuando =z = 0.

11. Encuentre la solucién general de la ecuacién:

2%y = d2® + Ty + 297
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12. Sean a,b,n constantes. Calcular en forma explicita la solucién general de la ecuacion
diferencial
(x +a)y’ =bx —ny

considerando todos los posibles valores de n.

13. Encuentre la solucién general de la ecuacién diferencial

20y%y =y — 22°

14. Resuelva el problema de valor inicial
(32% — 2y%)y’ = 2xy
con y(0) = —1.
15. Encuentre la solucién general de la ecuacién diferencial

6z%dy — y(2y° + x)dx = 0

16. Encuentre la solucién general de la ecuacién

2y — ") =y

17. Encuentre la solucién de la ecuacion diferencial
zdy — (6y + 3xy*?) dz =0

que pasa por el punto (1,1/8)

18. Demuestre que la solucién de la ecuacién diferencial

dx—l—Ldy:O
T Y

es una recta (Indicacién: Encuentre en forma explicita la solucién).



Capitulo 6

Solucion de Pruebas anteriores

Solucion de la Prueba 3
6 de julio de 2004

1. (2 pts) Encuentre la solucién particular de la ecuacién diferencial
v+ 2y +y> =0

que satisface y(—1) =1

Solucién: Dividimos la ecuacién por 2% para obtener:

2 2
vyt =0
T T
2 1>
y+-y = -5
T T

Lo que representa una ecuacion de Bernoulli, con n = 2. Multiplicando esta 1ltima
ecuacién por y~2 y por —1 obtenemos:

177
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Ahora, sustituyendo z = y~! obtenemos 2/ = —y 2%/, con lo cual obtenemos una
ecuacion lineal en z, a saber:
, 2 1
7=z = —
x x

Esta ecuacién tiene como factor integrante a la funcién v = x~2. Multiplicando

por este factor, el lado izquierdo de la ecuacién se transforma en la derivada de un
producto:

Integrando a ambos lados con respecto a = obtenemos:

1
-2 _  _* -3
T Tz = 335 +c

1

z = ——ax ' +cx?

1 1 9

- = —-r  +cr

Y 3

- 3z
vy = 3exd —1

Al incorporar la condicién y(—1) = 1 obtenemos ¢ = 2/3 de modo que

3z
223 — 1

2. (2 pts) Calcular la integral de linea

/ 22y +vy*) do + (v +y)* dy
c
donde C' es la curva A\(t) = (¢,sint), con t € [0, 7/2]

Solucion: El campo vectorial es conservativo, puesto que %—Aj = 2x 4+ 2y = %_];;['
Buscamos entonces una funcion potencial f, a partir de la ecuaciones
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g-i = 2zy+9° (6.1)
0
a_i = (z+y)? (6.2)

Integrando la igualdad (6.1) con respecto a x se obtiene:

fley) = 22y +ay®+g(y)

Y luego derivando esta tltima con respecto a y, y usando la igualdad (6.2) se obtiene:

of

7y - z® + 22y + ¢'(y)

= 22422y +9°

Por lo que g(y) = y3/3, lo que nos da como funcién potencial f(z,y) = 2%y + xy* +
y3/3. Ahora, la integral de linea se puede calcular simplemente evaluando esta funcién
potencial en los puntos extremos de la curva. Estos puntos son: A(0) = (0,0) y

Aw/2) = (7/2,1).

Entonces,

/C ey + ) da+ (v 4yl dy = f(r/2,1) - £(0,0)
= 71 /4+7/2+1/3

3. (2 pts) Calcular la integral de linea del campo vectorial F(z,y) = (3z%y + y3, 3y + %)
sobre la curva \(t) = (2cost,2sint), con 0 <t < 2.

Solucién: En este caso podemos usar el Teorema de Green, dado que la curva es cerra-
da y esta orientada positivamente (circulo de radio 2 centrado en el origen). Entonces,
si llamamos I a la integral de linea, tenemos,

= G )
= /}%/—(31:24—3?;2) dA
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donde R es la region del plano encerrada por este circulo. FEsta integral doble la
calculamos usando coordenadas polares:

2 2
—//(3x2+3y2) dA = —/ /37’2rdrd9
R 0 0
2m

- _/ 3,/4(16) df

= 247
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Solucién Prueba Opcional
13 de julio de 2004

1. (2 pts) Calcular el volumen del sélido acotado por las superficies

2 =32 +3y%, y=9—-2° y=-2, 2=0yz=0

Solucién: La superficie techo es el paraboloide z = 322 + 3y?, el piso es el plano z = 0
y la regién de integracion esta definida por:

R= {(:L‘y)|—2<y<9—x 0<x<\/_}

Por lo tanto, el volumen del sélido esta dado por:

\/ﬁ 9—z2
V o= / / (32 + 3y?) dy dx
0 -2
V11
= / 3a%y +y’1%"

VIl

2%) + (9 — 22)*] — [~62% — 8] dx

= / (737 — 2102? + 242 — 2% dz
12

518
= V11
35

2. (2 pts) Calcular la integral triple

///\/Tdv

donde € es el sélido sobre el cono 2% = 322 + 3y? y bajo la esfera 2?2 + y? + 22 = 4.

Solucion: El solido se puede describir en coordenas esféricas de siguiente modo:
Q={(p,0,0)|[0<p<2,0<0<2m, 0< ¢ <7/6}

La tltima desigualdad para ¢ se obtiene de la igualdad z? = 322 + 3y? en coorde-
nadas esféricas (tan? ¢ = %) De este modo, podemos calcular la integral triple, que

llamaremos I, como una integral iterada:
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2r  r2 pw/6
I = / / / pp*sin ¢ do dp df
o Jo Jo

2m 2
— / / p*(—cosm/6 + cos0) dpdf
o Jo

E)SW

:(1 5

3. (2 pts) Calcular la integral de linea del campo vectorial F(x,y) = (z%y — y, zy* — z)

sobre la curva que resulta al unir las gréficas de la curva y = z? — 1, para x € [0, 2],
con el segmento que une el punto (2,3) con el punto (3,0) y con el segmento que une
el punto (3,0) con el punto (5,0).

Solucién: Sillamamos C' a la curva total, esta se puede escribir como C' = C;+Cy+C5
donde C es la gréafica de la pardbola, C5 es el primer segmento y Cjs es el otro. Por lo
tanto, la integral de linea se descompone en una suma de integrales de linea, a saber:

/Fd)\ = /Fd)\—i—/ Fd)\—l—/ Fd\
c 1 Ca Cs

Ahora calculamos cada integral por separado.

La parametrizacién de la curva C; estd dada por A(t) = (¢,¢* — 1), con 0 < ¢ < 1.

/CF)\ _ /0([(t2(t2—1)—(t2—1)]—[t(t2—1)2—t]) it

= 27 41— 4 2t%2

ot D

La parametrizacion de la curva Cy estd dada por A(t) = (2+1¢,3 —3t), con 0 <t < 1.

/F/\ = /1([(2+t)2(3—3t)—(3—3t)]+[(2+t)(3—3t)2—(2+t)]) dt
Cs 0

= 25— 9t* + 6> — 25t];
= 11
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La parametrizacién de la curva Cy estd dada por A(t) = (3 + 2¢,0), con 0 <t < 1.

/Cm - /Ol(O)dt

=0
Finalmente, sumando los resultados obtenemos:

/Fd)\ = 2—1—11—1-0
c )
57

5
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Solucién de la Prueba 1
23 de agsoto de 2004

| [raa=2

donde R es la region achurada de la Figura 1.

1. (2 pts) Demostrar que

Figura 1

Solucion:

Las ecuaciones de los circulos son:

z? + 9 4
P?Hy-17 =1

La regién R es una regiéon de tipo II, que se puede describir como:
R={(z,y) eRI0<y <2 1—-(y—12<zx<+4-—y%}

Por lo tanto, se tiene:

2 4—y2}
/ / rdA = / / xdx dy
R 0 J4/1-(y—1)2
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2. (2 pts) Comprobar la igualdad:

1 —14+v1—22 5
2
dy dx = —
/O/H RSN

(Indicacién: La Figura 2 lo puede ayudar en al anélisis)

Figura 2

Solucion:

La integral iterada, planteada como estd, presenta dificultades técnicas para su resolu-
ciéon. Para simplificar este problema, describiremos la regién de integracién como la
unién de dos regions de tipo II (como se muestra en la Figura 2). A saber:

R = {(z,y eR| -2<y< -1, 0<x<y+2}
Ry = {(z,y) eR| —1<y<0, 0<z<+/—2y—1y?}

Asi, la integral iterada la podemos reescribir como la suma de dos integrales iteradas:

1 p—1+v1-2?
// ry? dyde = //:prdA
0 z—2 R
://xydA+//xydA
R1 R2

v —2y—y?
= / / xy d:vdy+/ / zy? dx dy
0
1 o1,
2@/ +2y° + 27 ) dy + —5¥ -y dy
1

15 423_1 ]‘5 ]‘40

= —y+-yt+Z —yP =
Vg y]Q oY "1 |
4 3 5

15 20 12
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3. (a) (1 pt) Transformar la ecuacién, dada en coordenadas polares, a una en coorde-
nadas cartesianas (rectangulares).

6

"= 2 —3cosf

(b) (1 pt) Encontrar una representacién polar de los puntos @ y S dados en coorde-
nadas cartesianas: Q = (—1,v/3) y S = (1, —32)

Solucion:

(a)

6
"= 2 —3cosb
2r —3rcosf = 6
2r—3x = 6
2r = 6+ 3x
4r* = (6 + 3x)?

42> +y*) = (6+32)

(b) Sabemos, a partir de la relaciones entre las coordenadas que para el caso de @
se tiene r = /1+3y 6 = arctan(—\/g) + 7. Del mismo modo, para S se tiene
r=+/14 322y 6 = arctan(—32). Por lo tanto:

Q = (4,21/3)
R = (V1025,—1.539556493)
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Solucién Prueba 2
12 de Octubre de 2004

1. (2 pts) Demostrar que el volumen del sélido dentro del cilindro z? + y? = 2y y entre el
32
cono z = y/x22 + 92 y el plano zy es 5

Solucion:

cilindro

e

W L . LW
A

T
g

/]
it

solido cono = techo

El techo del sélido es el cono y el piso es el plano xy y la region de integracion R es el
circulo 22 + 3% = 2y. Por lo tanto

V = //(techo—piso) dA
R
= //\/x2+y2dA
R

Este circulo se expresa en coordenadas polares como r = 2sinf. Asi,

s 2sin 6
V = // rrdrdf
0 0
o7 3 r2sind
- / T—{ do
0 3 0

sin® 0 df

(1 — cos® ) sin 0 do

3 T
(cos@ _ cos 6’) [
3 0

8

3

Il
w| oo
W00 S S

32
9
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2. (2 pts) Demostrar que
o Va2 &
/ / rdydr = —
o Jo 3

Solucion: La region de integracion es el cuarto de circulo ilustrado en la figura.
Mostraremos dos estrategias de solucion.

i

(a) En coordenadas rectangulares, revirtiendo el orden de integracion, se tiene:

a pVa2—z2 a pr/a—y
/ / rdydr = / / rdzrdy
0 0 0 0
1 a

\/m
a7

dy
2 0

1 a
= 5/ (a®> — ) dy
0

= %(azy —4°/3) [a

CL3

3

0

(b) En coordenadas polares, la regién de integracion es el cuarto de circulo dado por
R={(r0)]0<6<7/2, 0<r <a} Entonces la integral doble se puede

escribir como:
w/2 pa
/ / rcosfrdrdf
0 0

Luego, calculamos esta integral:
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T/2  pra /2 a
/ / rcosfrdrdfd = / cos 0 db / r2dr
0 0 0 0

3

= sind[l/? T—[
0 3 0

CLS

3

3. (2 pts) Considerar el cono, que se ilustra en la figura, acotado por arriba por la superficie
z =1— /2?2 +y? y por abajo por el plano zy. Si la densidad en el punto (z,y, z) es
la distancia de este punto al plano xy, demostrar que el centro de masa de este sélido
es (0,0,2).

Solucién: La densidad en el punto (z,y, z) estd dada por p(z,y, z) = z. de modo que

Q

El cono es el sélido cuyo techo es el mismo cono y el piso el plano xy, sobre la region R
dada por la interseccién del cono con el plano zy, esto es el circulo de radio 1 centrado
en el origen.

Asi, la masa es:

1—y/a24y?
m:// / zdz | dA
R \Jo

En coordenadas cilindricas esta integral triple se puede representar por:
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27 1 1-r
v
0 0 0
B /27{' /1 22
0 0 2
1

I
N | —
O\
¥
N
/—\

B 1 2w r

B 5/0 (T
12
- 5/0 (5_5

| 3

—
N}

zdzrdrdf
1—r

[ rdrdf

0

— 4y ) dr df

q>|*
N———
|—|

oo|ﬁ

+
=8
>

Ny

Pruebas Resueltas

Ahora calculamos las coordenadas 7,7,z mediante las formulas clasicas. Veamos

primero .

[ [a=av

20 1 pler

/ / / (rcos) zdzrdrdf
21 2 1—r

/ / r? cos ) = [ dr do

—/ / COSG( — o3 —i—r)drd@
2 Jo 0
1 27 3

r e\ T
—/ cosf [ — —2— + — do
2 /o 3 745/,
1

Del mismo modo M,, = 0 (esto es claro por la simetria del cono). Calculamos ahora
Z, para lo cual debemos calcular primero M,,.
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Luego,

Y

///zzdv

Q

o 1 pler

/ // 22dzrdrdf
0 0 Jo

27 Py

1 3
0

1—r
r— l dr do
3 Lo

—
S~

o
3
=

(r—3r2+3r3—r4) dr do
73 A s 1
—3—+3— - = do
3+ 4 5)[0

3 1
—— | db
+2-3)

W =

W =
S—0 —

— [\Dlﬁ

21

|
|
—

o\
y
/\/\o\
(Y]

[\
= |

O\
o
3
U
>

] gl = -

Mg, w/30 12 2
m  w/12 30 5
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